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Vorwort zur ersten Auflage. 



Indem der Unterzeichnete ein neues Lehrbuch der Determinanten- 
Theorie der Oeffentlichkeit übergiebt, glaubt er Zweck und Stellung 
desselben zu ähnlichen Büchern scharf hervorheben zu müssen. Wir 
besitzen zur Zeit in Deutschland fast ausschliesslich solche Darstellungen 
dieses Wissenszweiges, welche das Bedürfniss des ersten Anfängers im 
Auge haben; hierher gehören ausser der an sich gewiss unübertreff- 
lichen, für Lehrzwecke aber nach allgemeinem ürtheile nicht ent- 
sprechenden Schrift von Hesse und der nur für die erste Einleitung 
berechneten von ßeidt besonders die Lehrbücher von Dölp und 
Hattendorff, von denen letztres mit Recht sich weitrer Verbreitung 
erfreut. Auf der andren Seite steht ausser dem in manchem anti- 
quirten Erstling Brioschi's vor Allem das meisterhaft angelegte 
Handbuch von Baltzer, für dessen Bedeutung gewiss hinlänglich die 
vierte Auflage spricht. Dasselbe ist jedoch eben ein Handbuch und 
muss als solches eine knappere Haltung annehmen, als es bei Lehr- 
büchern erlaubt resp. geboten ist. Auch wird Jeder zugeben müssen, 
dass trotz der ungemeinen Eleganz dieser Öarstellungsweise oder besser 
gesagt, gerade ^egen derselben, ein erstes Studium des Werkes mit ' 
Schwierigkeiten zu kämpfen hat. Der Verfasser steht, wie diess auch 
seinerzeit eine Recension im 1. Bande der Zeitschr. f. Math. u. Phys. 
Brioschi gegenüber richtig bemerkt hat, auf streng combinatorischem 
Boden, setzt also dabei eine Vorbildung voraus, wie sie den Studirenden, 
wenigstens in einem grossen Theile unsres Vaterlandes , nicht zu Theil 
wurde und werden wird. 

Dem gegenüber ward hier beabsichtigt, einen Mittelweg einzu- 
schlagen. Das Lehrbuch soll auf der einen Seite selbst dem Studenten 
des ersten Semesters gerecht werden, und zwar ward als Norm der 
mitzubringenden Kenntnisse, wenigstens für die ersten Kapitel, die 
bayrische Maturitäts-Prüfung angenommen, wozu nur noch der so leicht 
zu erwerbende Begriff des partiellen Differentialquotienten hinzuzutreten 



VI 

hätte. In Verfolgung dieses Grundgedankes musste die Behandlung 
des Stoffes möglichst einfach sich gestalten und musste man von den 
an sich ungleich eleganteren Methoden der Combinationslehre völlig 
absehen; ebenso verstand es sich von selbst, dass die vorgetragenen 
Liöhren sich durchweg an practische Beispiele anlehnten. Später , etwa 
vom 5. Kapitel ab, konnte die Darstellung an Kürze gewinnen, indem 
verschiedene für den Anfang unumgänglich nothwendige Mittelglieder 
wegfallen durften. Auch musste, wenn andernfalls eine vollständige 
Uebersicht der Determinantenlehre im Plane lag, späterhin ein grösseres 
Mass allgemein mathematischer Vorkenntnisse vorausgesetzt werden, so 
besonders bei den Funktionaldeterminanten ; indess wurde auch hier auf 
geeignete das richtige Verständniss erfahrungsmässig befördernde Bei- 
^spiele noch stets Bedacht genommen. Mit Rücksicht' auf die vorstehend 
erörterten Grundgedanken berührt sich unsere Schrift sehr nahe mit 
einer ähnlichen von Studnicka, welche jedoch trotz mehrfacher Vor- 
züge sich ausserhalb ihres engeren Vaterlandes nur wenig Eingang ver- 
schafft zu haben scheint. 

Neues zu bringen kann nicht eigentlich Aufgabe eines Buches sein, 
wie des vorliegenden. Andrerseits versteht es sich von selbst, dass 
jede gründliche Durcharbeitung eines Gegenstandes auch manche bisher 
noch nicht berührte Seite desselben wird erkennen lassen. So dürften 
besonders S. 20—23, S. 46--47, S. 87—88, S. 96—103 einige auch dem 
Sachkenner neue Bemerkungen darbieten. Insbesondre sei es erlaubt, 
auf den darin enthaltnen rein elementaren Beweis für das Cayley'sche 
Theorem hinzuweisen; eine kurze Notiz hierüber befindet sich bereits 
im Tageblatt der Breslauer Naturforscherversammlung. Die Kapitel 1, 
4 und 6 finden sich überhaupt als solche noch in keinem bisher er- 
schienenen Lehrbuche dieser DiscipUn ; für das erste war es im Ganzen 
und Grossen nur erforderlich, die zahllosen vonBaltzer aufgefundenen 
Notizen zusanmienzustellen. Die von der gewöhnlichen etwas ab- 
weichende Behandlung der cubischen Determinanten ist _S. 118 zu 
motiviren versucht worden. 

Dass in der Hauptsache nur deutsche Originalarbeiten citirt wur- 
den, wird Billigung finden, indem so am leichtesten der Zweck, den 
Studirenden zur selbstständigen Quellen-J^ecture hinzuleiten, erreicht 
werden möchte. 

Habeas tua fata libelle. 

München, im November 1874. 

Dr. S. Oünther. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



j!js gereicht dem Verf. zur grössten Befriedigung, bereits in einer 
relativ so kurzen Frist der ersten Auflage dieses Buches die zweite 
nachfoIgeQ lassen zu können. Selbstverständlich sind die Grundsätze, 
nach welchen jene erste gearbeitet war, unveraudert beibehalten worden, 
da sie, wie der Erfolg zeigte, im Allgemeinen den Bedürfnissen und 
Wünschen unserer angehenden Jdathenmtiker entsprachen. Um so mehr 
aber musste im Einzelnen die kritische Feile angelegt werden, und die 
zahlreichen Besprechungen seines Buches, deren ihm circa zwölf in ver- 
schiedenen Sprachen bekannt geworden sind, haben ihm dato reichlich 
Anhaltspunkte geboten. 

An erster Stelle sei daher Über die vorgenommenen Modifikationen 
Bericht erstattet. Es ward einer Recensions-Fordening gemäss das 
Kapitel über cubische Determinanten an das Ende des Ganzen verlegt. 
D^egen konnte sich'der Unterzeichnete nicht entschliessen, den Wunsch 
eines verehrten wissenschaftlichen Freundes zu erfüllen und dem histo- 
rischeu Eingangskapitel ein Gleiches widerfahren zu lassen. Er verhehlt 
es sich nicht, dass der Studirende mit dem Verständniss jener Skizze 
nicht gleich beim ersten Male völlig fertig werden wird, allein er kann 
, darin keinen Uebelstand erblicken, da vielmehr die etwa angetroffenen 
Schwierigkeiten ihm zum Sporn dienen werden, um mit desto mehr 
Energie in die anfänglichen Mysterien des Determinantenbegriffes sich 
hineinzuarbeiten. — Der Ausstellung des Referenten aus Ohrtmann's 
Jahrbuch, welcher eine ausführhchere Behandlung der homogenen 
Gleichungen und der orthogonalen Substitutionen wünschte, ward nach- 
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zukommen versucht, hingegen schien es nicht erforderlich, geometrische 
Anwendungen in beträchtlich grösserem Masse aufzunehmen. Denn ein 
Lehrbuch der Determinantentheorie soll und kann niemals ein Lehr- 
buch der analytischen Geometrie ersetzen, und wird diess dennoch zu 
leisten versucht, so gelangt man zu solch' unerfreulicher Verquickung 
verschiedener Dinge, wie sie das sonst lobenswürdige neueste Werk 
von Dostor wenig vortheilhaft charakterisirt. Immerhin ward das 
kurze der Geometrie gewidmete Kapitel soweit umgearbeitet, um dem 
Studenten eine Perspektive auf das so unendlich ausgedehnte Feld der 
geometrischen Determinantenlehre zu eröffuen — und mehr soll . ein 
Buch wie dieses eben principiell nicht anstreben. Ein Leitfaden, der 
auf die ersten zwei bis vier Semester berechnet ist, kann ebensowenig 
so fundamentale DiscipUnen, wie Funktionaldeterminaiiten und Trans- 
formation, zu einem auch nur einstweiligen Abschluss bringen: seine 
Bestimmung ist lediglich die , anzuregen und für spätere Studien die 
Grundlage zu liefern. Daher die wie es scheint nicht allenthalben 
richtig gewürdigte Zurückhaltung, welche sich der Verf. bei den letzten 
Kapiteln damals nicht minder als jetzt auferlegte. 

Drei Paragraphen wurden, wie das Inhaltsverzeichniss beider Aus- 
gaben lehrt, gänzUch verändert, indem die darin behandelten Materien 
mit dem sonst durchweg vorausgesetzten Durchschnittsmass der Vor- 
bildung nicht zu harmoniren schienen. In Kap. 11. ward aus systemati- 
schen Gründen §. 5 mit 6 vertauscht, dem geschichtlichen und dem 
von' den Kettenbrüchen handelnden Kapitel musste jeweils ein weiterer 
Paragraph zugesetzt werden, um seitdem erworbene Ergebnisse passend 
. unterzubringen. — Die höchst zahlreichen Verbesserungen und Er- 
weiterungen, welche die zweite 'Auflage erfahren, lassen sich hier im 
Einzelnen nicht registriren; der Leser wird sie schon selber finden und 
hoffentUch auch dem Verf. das Zugeständniss machen, dass kaum irgend 
eine Seite des Buches die revidirende Hand vermissen lasse *). 

. Die beiden Anhänge werden, so hoffen wir, den früheren Freunden 
des Werkchens nicht unwillkommen sein. Während der erste den Be- 
dürfnissen des Anfängers dadurch entgegenkommen will, dass er ihm 



*) Die Bemerkung in der ßandnote S.*112 ist, was hier zur Verhütung von 
Missverständnissen bemerkt sein möge, dahin zu verstehen, dass bei Gleichungen — 
nicht auch bei Ausdrücken schlechtweg — der Coßfftcient des höchsten Gliedes als 
durch Division stets weggeschafft vorausgesetzt wird. 
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eine gründliche üebung im so zu sagen mechanischen Determinanten- 
rechnen, diesem A und jedes Fortschrittes, erleichtert, verfolgt er 
dabei auch noch eine zweite wichtige Tendenz. Es sollen dadurch dem 
Lernenden Ausblicke in jene Partieen der Wissenschaft geschaflBb wer- 
den, von welchen der Text programmgemäss nichts berichten konnte; 
es sollen durchaus nicht lauter Probleme vorliegen, die sich im ersten 
Ansturm bewältigen lassen, vielmehr soll durch sie das Studium auf 
die Originale hingelenkt werden. Aus diesem Grunde sind die Quellen 
mit aller nur möglichster Sorgfalt angeführt worden. — Was den zwei- 
ten (literargeschichtlichen) Anhang anlangt , so geht seine Existenz- 
Berechtigung wohl direkt aus dieser seiner Existenz hervor. 

Sowohl für das Buch selbst als auch für die beiden Zugaben hielt 
die Beschaifung der literarischen Hülfsmittel theilweise ausserordentlich 
schwer. Um so dankbarer erkennt der Autor die liebenswürdige Unter- 
stützung an, welche er bei seinem Unternehmen allseitig gefunden hat, 
so bei den HH. Studnicka in Prag, Mansion in Gent, Hoüelin 
Bordeaux, Bierens de Haan in Leyden, Zolotareff in St. Peters- 
burg, ganz besonders aber bei den ^HH. Taylor und Glaisher in 
Cambridge, welche ihm durch umfängliche Auszüge die Uebersicht über 
die ausgebreitete literarische Produktion Grossbritanniens so beträcht- 
lieh erleichterten. Nicht minder fühlen wir uns Herrn Dr. Magen er 
in Posen für die freundliche Ueberlassung des vollständigen -Heftes ver- 
bunden, welches derselbe über ein bei Jacob i gehörtes Determinanten- 
CoUeg sich angelegt hat, und welches wir sowohl für die präcisere 
Fassung einzelner Grundbegriffe als auch für die Verbreitung mancher 
wenig bekannten Notiz (z. B. S. 104) verwerthen konnten. 

Einige neuere Erscheinungen des Büchermarktes wurden dem Verf. 
bei seiner Entfernung von den CentralstätJben der Wissenschaft leider 
viel zu spät bekannt, um noch Verwendung finden zu können,, so 
Fiedle r 's so wesentUch Vervollkommnete Neubearbeitung der S a 1 m o n'- 
schen „Transformationen^, die neue Auflage des Werkes von Dölp, 
Hertens' Abhandlung über die symmetralen Deterniinanten , u. a. m. 
Allein so weit immer für ihn die MögUchkeit reichte, hofift der Verf. 
das Buch soweit gefördert zu haben, dass .es — stets natürlich mit 
Rücksicht auf den spezifisch -pädagogischen Zweck — den neues-ten 
von der Disciplin der Determinantentheorie erreichten 
Standpunkt vertritt. — 

Den Bemühungen der verehrten Verlagshandlung ist es gelungen, 
den Druck so zu gestalten, dass des sehr bedeutenden Stoff Zuwachses 



ungeachtet der äussere UmfaDg nicht nur nicht vermehrt zu werden 
brauchte, sondern sogar um ein Geringes reducirt werden konnte. 
Nicht minder ward auf ausserste Correktheit soviel möglich Bedacht 
genommen , und der Verf. darf sich der Erwartung hingeben , dass es 
ihm und seinem wackeren Beistand, Herrn Mathematiklehrer Bein 
in Erlangen, gelungen sei, dem angestrebten Ideal vollkommener Fehler- 
freiheit diessnml wenigstens ziemlich nahe gekommen zu sein. 
Haheas iterum tua fata libelle. 
Ansbach, im Juni 1877. 



Br. Sw Günther. 
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Kapitel I. 

Historische Skizze der Entwickelung des Determinantencaiculs. 

§. 1. Die Erfindnng der Buchstabenrechnung durch Vieta hatte die 
natürliche Folge, dass die Berechnung und Umformung verwickelter alge- 
braischer Ausdrücke eine Lieblingsbeschäftigung der bedeutenderen Mathe- 
matiker jener Zeit wurde. Vomämlich trat diess Streben hervor in den 
Anwendungen, welche man von der jungen Wissenschaft auf geometrische 
Gegenstände zu machen liebte. Es sei hier, nur beispielsweise erinnert an 
die schönen Untersuchungen über das Kreisviereck, welche Praetorius ^) 
und Albert Girard^) anstellten, oder auch an den mühsamen Oalcul, 
durch welchen Joachim Jungius^) den Badius der einem Tetraeder 
umschriebenen Kugel zu bestimmen wusste, wenn dessen 6 Kanten ge- 
geben waren. Bemühungen dieser und ähnlicher Art mussten natürlich 
an der ungeheuren Complicirtheit der Ausdrücke häufig scheitern, deren 
weitere Behandlung der Gang der Rechnung erforderte. Insbesondere aber 
musste diess eintreten, wenn durch die Aufgabe die explicite Darstellung 
einer unbekannten Grösse geboten war, welche durch ein System linearer 
Gleichungen mit anderen Unbekannten verknüpft erschien. 

Diese Möglichkeit machte sich insbesondere auch dem -ersten Alge- 
braisten seiner Zeit, Leibnitz, so fühlbar, dass er sich auf eine Abhülfe 
zu denken genöthigt sah. Sein Scharfblick erkannte bald, das^ hier nur 
durch Einführung einer an sich willkürlichen symbolischen Bezeichnung 
geholfen werden könne, an der sich gewisse algebraische Operationen leicht 
vollziehen Hessen. Wir dürfen uns über diese Idee nicht wundern, wenn 
wir nur im Auge behalten, dass das Hauptverdienst des Mannes, mit dem 
wir es hier zu thun haben, in der richtigen und zweckmässigen Einführung 
solcher Bezeichnungsweisen lag, welche wir heutzutage Algorithmen zu 
nennen pflegen. So hat derselbe auch allein die Differentialrechnung ge- 
schaffen, indem keiner seiner Vorgänger und Zeitgenossen seine Gedanken 
in dieser Weise zur Bealisirung zu bringen wusste — eine historische 
Thatsaehe, welche auch besonders der Darstellung in einem neueren Werke ^) 
gegenüber nicht scharf genug hervorgehoben werden kann. So hat Leib- 
nitz ja auch, wenn in diesem Punkt Grassmann ^) seine Conceptionen 
richtig erfasst hat, an einen für geometrische Zwecke brauchbaren Algo- 
rithmus gedacht, von dessen Verwendbarkeit die „Ausdehnungslehre" des* 
letzteren wohl genügend Zeugniss ablegt* Und der nämliche schöpferische 
Geist, welcher in den genannten Disciplinen reformirend auftrat, macht 
sich auch betreffs des uns hier vorzüglich interessirenden Punktes geltend, 

Günther, Detenninantentheorle. $. Anfl, \ 



§. 2. Die Bucbstabenrechnung war gegen Ende des 16. Jahrhunderts 
ein Gegenstand des Stolzes für alle Mathematiker geworden, welche auf 
die Allgemeingültigkeit ihrer Resultate Werth legtep. Man wird desshalb 
das Erstaunen eines De l'Hopital nur begreiflich finden können ; als 
Leibnitz®) ihm mittheilte, dass er sich in neuerer Zeit wieder mehrfach 
der Zahlen statt der Buchstaben bediene, und, indem er diese ersteren 
doch wie Buchstabengrössen behandle, manch^ Neues und Interessantes ge- 
funden habe. Es ist natürlich , dass der französische Gelehrte aus dieser 
kurzen Notiz nicht viel zu machen wusste und in seinem Antwortschreiben '^) 
einige Bedenken äusserte. Hiedurch sah sich denn Leibnitz genöthigt, ^ 
nochmals auf diesen Gegenstand zurückzukommen und De rHopital 
sein neues Princip genauer auseinanderzusetzen. 

Er benützt hiezu ein Beispiel. Gegeben sind die drei Gleichungen 
10 + llx + 12y = 0, 20 + 21x + 22y = 0, 30 + 31 x + 32 y = 0, 
und zwar sollen die hier auftretenden Zahlformen nicht etwa Zahlen des 
dekadischen Systemes sein, sondern es soll vielmehr die erste Ziffer jedes 
solchen Gebildes den Platz der Gleichung und die zweite den Platz in der 
Gleichung bezeichnen — „le premier me marque de quelle equation il est, 
la seconde me marque ä quelle lettre il appartient" ®) — , mit andren 
Worten, wir haben hier das erste Beispiel der uns jetzt so geläufigen Be- 
zeichnungsweise mit doppelten Indices vor uns. 

Die drei obigen Gleichungen werden nun ganz so einem Eliminations- 
processe unterworfen, als ob die darin vorkommenden Symbole wirkliche Zah- 
len wären, so dass man sofort auf folgende beide Gleichungen geführt wird : 

10.22 — 12.20 + ai.22 x - 12.21 x = 0, 
10.32 — 12.30 + 11.32 x — 12.31 x rzr 0, 
und diese unterscheiden sich nur dadurch von einander, dass für jeden 
einzelnen Ausdruck der ersten Gleichung die dritte Ziffer um Eins niedriger 
ist als in dem entsprechenden der zweiten. Indem nun ferner Leibnitz 
durch ein analoges Verfahren aus dem letzteren Systeme x wegschafft, 
gelangt er zu einer Schlussrelation, welche 'er streng consequent so schrei- 
ben müsste: 

10.21.32 — 10.22.31 + 11.22.30 — 11.20.32 -h 12.20.31 — 12.21.30 = 0, 
welche er aber, viriederum geleitet durch sein Bestreben zu vereinfachen, 
in dieser Weise darstellt: 

Iq • 2i . 32 Iq * 22 . 3i 
1^ . 22 • oq ^ li • 2() . 32 ) 
I2 • 2q . 3t I2 • 2^ . 3o 
Interessant ist auch Leibnitz' Bemerkung, dass diese Finalgleichung 
durch ihre allenthalben hervortretende „Harmonie" ihre Richtigkeit von 
selbst darthue, und dass diese Harmonie bei Anwendung von Buchstaben 
bei weitem nicht so deutlich hervortrete, zumal bei einer grösseren An- 
zahl von Gleichungen. In Verfolgung dieses Gegenstandes, bemerkt er 
weiter, habe er folgendes für jedes beliebige System „einfacher", d. h. 
linearer Gleichungen geltende Gesetz gefunden ^) : „Datis aequationibus 
quotcunque sufficientibus ad toUendas quantitates, quae simplicem gra- 
dum non egrediuntur, pro aequatione prodeunte, primo sumendae sunt 
omnes combinationes possibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens 
uniuscujusque aequationis; secundo, eae combinationes opposita habent 
Signa, si in eodem aequationis jprodeuntis latere ponantur, quae habent tot 



coefficientes communes^ quot sunt unitates in numefo ^ quantitatum tollen- 
dämm unitate minuto; cetera habent eadem signa.*^ 

In diesem Theoreme ist allerdings bereits mit ziemlicber Klarheit das' 
eigentliche Wesen der Determinanten dargelegt, besonders auch die funda- 
mentale Bestimmung, dass als erster resp. zweiter Index eines beliebigen 
Gliedes die nämliche Zahl nie mehr als einmal auftreten dürfe. — Leib- 
nitz geht sogar noch weiter und deutet diö Verwendbarkeit seines neuen 
Combi natorischen Symboles auch für das allgemeinere Eliminationsproblem 
an, ohne jedoch über einige allgemeinere Bemerkungen hinauszugehen. 
Ein spezieller Name für die neue Erfindung .findet sich noch nicht; die- 
selbe wird vielmehr unter der generalisirenden Bezeichnung ^characteristi- 
ques" mit begriffen. 

De THopital erkennt in seinem Antwortschreiben ^ö) die Vorzüg- 
lichkeit der neuen Idee in unbestimmten Ausdrücken an, ohne jedoch tiefer 
in die Sache sich einzulassen; für ihn musste dieselbe, auch nach den Er- 
klärungen seines Correspondenten, etwas sehr Fremdartiges behalten. Leib- 
nitz erwähnt des Gegenstandes, da wohl seine historischen Untersuchungen 
wie seine zahlreichen literarischen Streitigkeiten seine Aufmerksamkeit 
grossentheils absorbirten , auch nur mehr vorübergehend. Einmal ^^) er- 
klärt er noch, er halte seine Erfindung für eine der schönsten in der 
Analysis, gewiss ein prophetischer und durch die Errungenschaften der 
Folgezeit glänzend gerechtfertigter Ausspruch. Die Ersetzung der Buch- 
staben durch Zahlen kommt allerdings noch Öfter vor, so in einem späteren 
Briefe ^^) an De l'Hopital und — worauf erst S tu d nick a aufmerksam 
machte ^^) — in einer Streitschrift ^^) gegen Fatio de Duiller; allein 
der eigentliche Determinantencalcul hat mit diesen Spätlingen nichts mehr 
zu thun. — Wenn in der genannten Monographie Studnicka's das 
Schlussresultat des Leibnitz gewidmeten Paragraphen dahin lautet, der- 
selbe sei allerdings der erste Erfinder der Determinanten , aber nur in be- 
schränktem Sinne, so werden wir. mit Bücksicht auf die soeben zu Ende 
geführte Analyse dem unbedingt beipflichten müssen. 

Die Geschichtschreiber der' Mathematik, wenn sie überhaupt, wie 
Bossut ^^), den Gegenstand berühren, scheinen von der oben erörterten- 
Stelle nichts zu wissen; dieselbe ward nach Baltzer's Angabe vielmehr 
erst von Lejeune-Dirichlet^^) wahrgenommen und in ihrer hohen 
geschichtlichen Bedeutung erkannt. 

§. 3. Die zweite und in ihren Folgen bei weitem wichtigere Erfin- 
dung der Determinanten verdanken wir Gabriel Gramer, dessen be- 
rühmtes Werk ^^) ja überhaupt so manchen interessanten Wink enthält, 
den erst die Neuzeit richtig auszunützen verstand. Es sei in dieser Be- 
ziehung nur erinnert an jene dem Newton'schen Parallelogramm nach- 
gebildete Regel zur Discussion der merkwürdigen Curvenpunkte und der 
in einem 'solchen Punkte zusammenlaufenden Aeste, welche von Puiseux 
wieder reproducirt und von Anderen auf die glücklichste Weisb mit der 
Theorie der mehrblättrigen Rie mann' sehen Flächen in Verbindung ge- 
setzt wurde. 

' Bei Behandlung der Aufgabe *) , durch ( -^ v^ -|- -r- v 1 willkürlich 



*) Speziell bei diesem Probleme erkannte Gramer einen eigenthümlieh sehwie* 



gegebene Punkte eine Curve der vten Ordnnng zu legen, kommt es 
selbstverständlich auf die Auflösung eines Systemes von ebensovielen linea- 
ren Gleichungen an, und Cramer^^) zeigt nun, dass diese Operation 
söhon bei einem durch fünf Bestimmungsstücke gegebenen Kegelschnitte 
eine höchst mühselige und zeitraubende ist. Diese Operation zweckmässig 
zu vereinfachen ist Cramer's in einer Note ^^) näher charakterisirte 
Absicht. 

Er bildet demnach ein System linearer Gleichungen, und zwar ist 
hiebei auf den einen entschiedenen Fortschritt in der Bezeichnungskunst 
involvirenden Umstand aufmerksam zu machen, dass die Co^fßcienten die- 
ser Gleichungen bezüglich durch x^, y^, z^ . . • dargestellt, werden, und 
ausdrücklich vor einer Verwechselung dieser Symbole mit wirklichen Po- 
tenzen gewarnt wird. Durch einfachen Inductionsschluss, gestützt auf die 
wirklich ausgerechneten Werthe der in drei linearen Gleichungen vor- 
kommenden unbekannten, erhebt sich hierauf Cramer zu einer allgemei- 
nen Lösungsmethode, welche er folgendermassen schildert. 

Der allen n Unbekannten gemeinsame Nenner hat ebensoviele Glieder, 
als oft sich n Elemente permutiren lassen. Um jedes einzelne Glied zu 
erhalten, schreibe man die unbekannten Grössen, stets in der nämlichen 
Eeihenfolge, nacheinander hin und setze ihnen die n ersten Ziffern, in jeder 
denkbaren Weise geordnet, als Exponenten (beziehungsweise Indices) bei. 
Die Hälfte der so erhaltenen Glieder ist positiv, die andere negativ; um 
sich über das einem bestimmten Gliede zukommende Vorzeichen zu verge- 
wissern, zähle man die in demselben auftretenden Inversionen ab; einer 
geraden Anzahl kommt 6as Vorzeichen Plus, einer ungeraden Minus zu. 
Eine solche Inversion (^dörangement^) tritt aber dann ein, wenn ein im 
dekadischen Zahlensysteme höher stehender Index seine Stelle links von 
einem niedrigeren einnimmt. So kommt den Gliedern z^^v^» z^y^x^, welche 
resp. und 2 Inversionen enthalten, das positive Zeichen zu. Um aus 
dem Nenner den Zähler für irgend eine Unbekannte zu finden, hat man 
nur deren Co^fficienten successive durch die bekannten Grössen zu ersetzen. 

Gramer macht auch auf einige Ausnahmsf^lle aufmerksam, welchen 
seine Methode unterliegt. So kann der Nenner beispielsweise Null werden; 
verschwinden dann auch die einzelnen Zähler, so nimmt jede Unbekannte 

den Werth — an, und das Problem ist unbestimmt, d. h. die den Gleich- 
ungen entsprechenden Werthe müssen durch eine anderweite — für Cra- 
mer wohl noch transscendente — Betrachtung ausgemittelt werden. Be- 
haupten dagegen in jenem Falle die Zähler endliche Werthe, so ist eine 
eigentliche Lösung nicht mehr möglich^ vielmehr werden die Werthe für 



rigen Satz der höheren Cnrventheorie , welcher unter dem Titel „Cramer^sches 
Paradoxon^ auch späteren Geometem, wie Lam^ and Plücker, zu denken gab; 
man vergleiche die kurze aber inhaltsreiche Darstellung, welche Glebseh^) von 
der geschichtlichen Entwickelung jenes Cyklus von Theoremen gegeben hat — Be- 
treffs der nicht minder bemerkenswerthen Gram erwachen Begel, welche bei genaue- 
rem Besehen nahezu zwei Drittel des ganzen Werkes erf&llt, ist auf eine ausführ- 
liche Studie vom Verf. dieses zu verweisen i>). Auch für noch gar manche späterhin 
zu hoher Entfaltung gediehene Lehre dürften die Keime in Grameres „Introduction^ 
zu suchen 8ein^ z. B. für dep allgemeinen Polaren -Begriff. 
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die unbekannten unendlich gross, wie diess Gramer ^^j \^ einem Beispiele 
ausführlich erläutert. 

Wir sehen hier die Lehre von den Determinanten bereits auf einem 
verhältnissmässig ziemlich hohen Standpunkt; insbesondere muss auf den 
eleganten Modus hingewiesen werden, durch welchen Gramer die Vor- 
zeichen bestimmt, und der auch späteren Geometern, vornämlich aus der 
combinatorischen Schule, Stoff zu interessanten Untersuchungen dargeboten , 
hat. Dagegen betrachtet Gramer seine Erfindung offenbar mehr nur in 
dem Sinne eines angenehmen Erleichterungsmittels algebraischer Rechnun- 
gen und erkennt derselben nicht die principielle Bedeutung zu, welche 
Leibnitz' (s. o. §. 2) ihr unterlegte und die ihr auch wirklich innewohnt. 
Ereilich ist auf der anderen Seite auch wieder zu bemerken, dass Gramer 
an die so unendlich wichtige symbolische Darstellung seiner Aggregate 
gar nicht gedacht zu haben scheint. 

§. 4. Der grosse Mathematiker des siebzehnten Jahrhunderts, Leön- 
hard Euler, scheint von di'esen Bemühungen seines Zeitgenossen und 
Landsmannes Gramer keine Eenntniss gehabt und überhaupt das neue 
Verfahren vollständig ignorirt zu haben, obwohl in seine späteren Lebens- 
jahre die Arbeiten Bäzout's fallen, welcher, wie wir bald näher sehen 
werden, von demselben einen so vdchtigen Gebrauch zu machen verstand. 
Gleichwohl konnte auch er den Zeitumständen, welche gebieterisch die 
Einführung und Aufnahme dieses analytischen Instrumentes erforderten, so 
wenig sich entziehen, dass er selbst einen neuen Algorithmus in*s Leben 
rief,' der eigentlich nur ein versteckter Determinantencalcul ist. Um näm- 
lich den Unbequemlichkeiten zu entgehen, welche die Rechnung mit den 
in entwickelter Grestalt so wenig übersichtlichen Näherungswerthen von 
Kettenbrüchen mit sich brachte, drückte er den Werth des Eettenbruohes 

t + c + ... + -i- 

m 

folgendergestalt durch ein Symbol aus: 

> (a, b, c, d . . . m) 



(b, c, d . . . m) 
Mit der blossen Einführung dieser neuen Bezeichnungsart wäre natür- 
lich an sich wenig gewonnen gewesen ; Euler that jedoch auch den erfor- 
derlichen Schritt, um die an sich gleichgültige Form zu beleben, und 
stellte *^) eine Reihe von Regeln auf, um mit diesen Symbolen wirklich 
operiren d. h. rechnen zu können. Diese Regeln sind nun genau die näm- 
lichen, mittelst deren wir gegenwärtig eine Determinante nach den Ele- 
menten einer bestimmten Reihe in erste Unterdeterminanten zerlegen. 
Besonders instructiv ist in dieser Hinsicht der Beweis, welchen Euler ^*) 
für den Fundamentalsatz der Eettenbruchlehre 

— (Pn-l Qb — Pn Qn-l) = Pn-.2 Qn-1 — Pn-1 Qn-2 

giebt, unter Py und Qv bezüglich den Zähler und Nenner des vten Näher- 

ungswerthes eines Eettenbruches von der obigen Form verstanden. Wir 

erhalten: 

(a, b, c . . . p, q) (b, c . . . p, q, r) — (b, c . . . p, q) (a, b, c . . . p, q, r) 

= (a, b, c . . . p, q) r (b, e . . . p, q) + (a, b, c . . . p, q) (b, c . . . p) 

— (b, c . . . p, q) r (a, b, c . . . p, q) — (b, c . . . p, q) (a, b^ c . . . p) 

=: [(a, b, c , . . p, q) (b, c . . . p) — (a, b, c . . , p) (b, c • . . p, q)], 
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und hiemit ist dpr Satz bewiesen. Dass der Beweis dieses Lehrsatzes 
durch wirkliche (Kettenbruch-) Determinanten sich ganz analog gestaltet, 
ist an einem anderen Orte gezeigt worden ^ö) , und wir' dürfen mit Rück- 
sicht hierauf wohl behaupten, dass Eul er, obwohl er die eigentliche De- 
terminantenrechnung nicht kannte, trotzd^em gewissermassen instinktiv die 
Nothwendigkeit eines solchen Hülfsmittels richtig erfasste. Auch hat er 
^ sich seines neuen Algorithmus bei verschiedenen Problemen der Zahlen- 
theorie mit Vortheil bedient. So besonders in seiner Untersuchung ^6) 

^de resolutione formulae p = \/lqq + 1 in numeris integris**, wo, wenn 

'Vz = i; -I , gesetzt wird, 

a i" ... 

(v, a, b, c . . .)2 = z(a, b, c . . .)^ + ft 

eine besonders wichtige Relation darstellt ^^). Unter einem gleichen Ge- 
sichtspunkt haben auch einige der bedeutendsten neueren Mathematiker, 
wie Gauss ^^) und Dirichlet ^9), ihn wieder aufgenommen; jedoch tritt, 
besonders bei ersterem, der Charakter eines Algorithmus gegen den einer 
bequemen Bezeichnungsweise zurück. 

Erkennt man, wie das die historische Entwickelung zwingend fordert, 
die Determinantenrechnung als Ausfiuss der sogenannten combinatorischen 
Analysis an, so wird man sich mit dem Ausspruche Hindenburg's ein^ 
verstanden erklären müssen, dass das eigentliche Bildungsgesetz ,der Ket- 
tenbruchsymbole (resp. Determinanten) in Euler's „wirklich combinatori- 
scher Auflösung" bereits implicite enthalten- sei ^^). 

^. 5. Auch in einem anderen Probleme, welches Euler mit Vorliebe 
behandelte, hätte sich der Nutzen der Determinanten sehr augenfällig 
herausgestellt, wenn er denselben in seiner Wichtigkeit erfasst gehabt 
hätte, nämlich in dem allgemeinen Eliminationsprobleme. Euler hat das- 
selbe allerdings mit Geschick und Glück behandelt, und während sein 
erstes Verfahren *) die Resultante aus zwei algebraischen Gleichungen noch 
in unentwickelter Form durch symmetrische Wurzelfunktionen lieferte 3^), 
erkannte er in einer späteren Abhandlung ^''^) vollkommen richtig den in- 
/ timen Zusammenhang dieser Aufgabe mit der Auflösung eines Systemes 
linearer Gleichungen. Allein seine Methode liess doch noch Vieles zu 
wünschen übrig; so lieferte sie z. B. nicht a priori den Grad der durch 
die Elimination resultirenden Gleichung und duldete keine Ausdehnung 
auf den Fall von mehr als zwei Gleichungen. Zudem waren die vorzu- 
nehmenden Rechnungen von der Art, 3ass sie nach B^zout's Aeusserung 
selbst- „le calculateur le plus intrepide" entmuthigen mussten. Um diesen 
Mängeln abzuhelfen, griff nun der eben genan'nte Mathematiker auf den 
genialen Gedanken Gramer 's zurück und stellte sich die Aufgabe, den 
ganzen weitläufigen Eliminationsprocess ausschliesslich durch Gleichungen 
vom ersten Grade zu bewältigen. 



*) Den unmittelbaren Anlass zur Erörterung dieser Frage bot für Eul er das 
in der vorigen Bandnote namhaft gemachte Cr am e rasche Paradoxon oder, wie er 
sich ausdrückt, „une contradiction apparente dans la thäorie des lignes courbes.'* 
Die Bestinimung der Anzahl von gemeinschaftlichen (Durchschnitts-) Punkten zweier 
algebraischen Ourven fttbrt selbstverständlich zu Eliminationen. 



Zu diesem Ende stellt er ^) zanSclist einen Hülfssatz auf, welcher 
seiner natnrgemäEsen Stellung nach eigentlich ein CoroDar der oben (§. 2) 
skizzirten Crara er 'sehen Äuflüsangsmethode sein würde, hier aber einen 
selbatständigen Platz einnimmt. Sind nämlich n Gleichnngen mit n un- 
bekannten gegeben, so jedoch, dass anstelle der bekannten Grössen dnrch- 
weg Nullen getreten sind, ao muss nothwendig eine Bedingnngegleichnng 
zwischen den CoSfficienten bestehen , indem ja eigentlich n Gleichungen 

mit den (n —1) unbekannten ^ , ^ . . . ^-5=^ , &±-' . . . ^ (p ^ n) 

Xp Xp Xp Zp Xp 

gegeben sind. 

Die Formnlimng nun, welche B^zout der erforderlichen Bedingung 
ertheilt, ist, wenn wir unsere moderne Ausdrucks weise dabei anwenden, 
diese: Man bilde die Determinante der n^ Coefßcienten und setze dieselbe 
gleich Null. — Zur Bildung der Determinanten, deren symbolische Äus- 
drncksfonu ihm freilich noch abgeht, giebt er eine Regel, welche zur 
wirklieben Auswerthung einer solchen Fprm aach jetzt noch ganz praktisch 
sich erweisen wird, und die wir daher an einem Beispiele etwas ausführ- 
licher darstellen wollen : 

Es mögen gegeben sein die drei Gleichungen: 
ai -t- by -f cz = 0, a'x + b'y + c'z ^ 0, a"s -1- b"y -f- c"z = 0, 
und es sei bekannt, dass die Bedingung für deren CoCxistenz durch nach- 
stehende Relation zwischen den CoCfficienten 

ab'c" — ac'b" -|- ca'b" — ba'c" + bc'a" — cb'a" ^ 
ausgedruckt sei. Um dann die analoge Bedingung Itlr die vier simultanen 
Gleichungen 
ax -1- by -h cy -t- dt = 0, a'x -j- b'y + c'z + d't = 0, a"x + b"y 

+ c"z + d"t = 0, a"'x 4- b'"'y -t- c"'z + d"'t = 
zu erhalten, sehe man zunächst von den Indices ab, setze jedem der obigen 
sechs Glieder ein d als vierten Paktor bei, lasse diess d, während die drei 
anderen Elemente ihre lesicographische Anordnung beibehalten, jeden mög- 
lichen Platz einnehmen, und ertbeile den so entstandenen Produkten ab- 
wechselnd das positive und negative Vorzeichen. So erhält man fUr's Erste 
die Identität 

abcd — abdc + adbc — dabo — acbd 4- acdb — adcb + dach 

+ cabd — cadb + cdab — dcab — bacd + bade — bdac -|- dbac 

+ bcad — bcda -|- bdca — dcba — cbad + ebda — edba + dcba = 0. 

Um nun jedes einzelne Glied -mit den nijthigen Indices zu versehen, 
giebt Bezout^*) folgende Anweisung: „Alors conservez les lettrea qni 
oecupent la premifife place ; donnez ä. Celles qni |occupent la aeconde, la 
mSme marque qu'elles ont dans la seconde äquation; fi celles qui oecu- 
pent la troisi^me, la memo marque qu'elles ont dans la troisiäme ^qnation, 
et ainsi de suite, egalez enfin le tout k zero et vous aurez röqnatiou de 
condition cberchöe." 

Verhalten wir uns dieser Vorschrift gemäss, so nimmt unsere Be- 
dingnngHgleichung schliesslich folgende Form an: 
ab'c"d"' — ab'd"c"' + ad'b"c"' — da'b"c"' — ac'b"d"' + ac'd"b"' 

— ad'c"b"' -t- da'c"b"' + ca'b"d"' — ca'd"b"' + cd'a"b"' — dc'a"b"' 

— ba'c"d"' + ba'd"c"' — bd'a"c"' + db'a"c"' + bc'a"d"' — bc'd"a"' 
-I- bd'o"a'" — dc'b'V" -r ob'a"d"' -1- cb'd"a"' — cd'b"a"' + do'b"a"' s= 0. 
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Die hier durchgeftlhrte Bestimmang8weise ist, wie man sieht , die 
nämliche, welche wir heutzutage als Zerlegung einer Determinante in 
Unterdeterminanten zu bezeichnen pflegen, und zugleich die bequemste, 
um auf recurrentem Wege zur Kenntniss der entwickelten Glieder einer 
Determinante zu gelangen. Jedoch ist auch der Weg zu einer indepen- 
denten Auffindung derselben darin bereits angedeutet; denn um zu der 
obigen ersten Eliminationsgleichung zu gelangen, wird schon darauf hin- 
gewiesen, dass bei einer Yertauschung einer ungeraden Anzahl von Buch- 
staben des Anfangsgliedes abc das negative, im anderen Falle das positive 
Zeichen erfordert werde ^^). Auch lässt diese Methode sofort erkennen, 
aus wie viel Gliedern eine entwickelte Determinante besteht. 

Indem dann Bezout an seine eigentliche Aufgabe geht, betrachtet 
er eiti System von n Gleichungen beliebigen Grades, welche nach ab- 
steigenden Potenzen einer beliebigen Unbekannten geordnet sind. Das 
allgemeine Problem lässt sich reduciren auf das speciellere, aus zwei 
Gleichungen die gemeinschaftliche Unbekannte wegzuschaffen oder, was 
dasselbe ist, die von den Coäfflcienten zu erfüllende Bedingung anzugeben, 
wenn beiden Gleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel zukommen soll. 
Der im Folgenden massgebende Grundgedanke Bezout^ s ist nun der, 
jede der beiden Gleichungen solange mit x zu multipliciren, bis ein System 
vom Grade (p 4- q) vorliegt, unter p und q die Grade der beiden ur- 
sprünglich vorliegenden Gleichungen verstanden. Nunmehr betrachtet er 
die einzelnen Potenzen der unbekannten Grösse, als neue Unbekannte xmd 
sucht die Bedingung dafür, dass diese sämmtlich linearen Gleichungen zu- 
sammen bestehen. Dem bewiesenen Lemma zufolge wird aber diese ge- 
funden, wenn man die . Coöfficienten dieser Gleichungen zu einer (p -H q) 
reihigen Determinante zusammenstellt und diese mit Null identiflcirt. Aller- 
dings muss zugestanden werden, dass Bezout auch über dieses Eesultat 
noch hinausgieng und zeigte, wie man durch geeignete Operationen den 
Grad der Resultante — denselben als gerade vorausgesetzt — auf die 
Hälfte herabdfücken könne 3^). Da wir jedoch über diesen Gegenstand 
ohnehin im vierten Kapitel uns ausführlicher verbreiten müssen und der- 
selbe keine principielle Bedeutung besitzt, so können und müssen wir uns 
von einem weiteren Eingehen auf die späteren Abschnitte der Bözou ti- 
schen Abhandlung an dieser Stelle dispensiren. 

Recapituliren wir also die Verdienste, welche sich Bezout um die 
Ausbildung des Determinantencalculs erworben hat, so sind deren zwei zu 
verzeichnen: Die Angabe einer bequemen Begel zur Bildung derartiger 
Ausdrücke und die Erweiterung des Gramer' sehen Verfahrens auf ver- 
wickeitere Eliminationen. An ein Eechnen mit Determinanten war dagegen 
noch nicht zu denken , so lange es noch an einer concisen symbolischen 
Bezeichnung fehlte. 

§. 6. Gehen wir jetzt zu den Männern über, welche diese Bezeich- 
nung und damit auch die Determinantenrechnung in's Leben riefen. Auf 
diese Erfindung und Einführung passender Algorithmen kann von Seite 
des Historikers gar nicht genug Gewicht gelegt werden; was vor -dieser 
Epoche geschaffen ward,^ steht, und sei es noch so sehr der Ausfluss einer 
genialen Idee, gleichwohl als unvermittelter sinnreicher Einfall isolirt da, 
ja es kann vorkommen, dass andere Erfinder auf die nämlichen Formen 
gerathen, ohne die Identität beider zu erkennen. Einen solchen Fall haben 
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wir oben (§. 4) bei L. Euler kennen gelernt, und ganz kürzlich erst ^'^) 
hat Hankel daran erinnert, dass Daniel Bernoulli, indem er die 
algebraischen Oleichungen durch recurrirende Reihen aufzulösen suchte*), 
die hiebei auftretenden Co6fficient«n durch analytische Gebilde darstellte, 
welche sich bei genauerem Zusehen als sogenannte orthosymmetrische De- 
terminanten erwiesen. 

Den ersten Schritt, zu einer selbstständigen Bezeichnungsweise that 
Vanderm'onde in einem Aufsatze ^^), der erst im Jahre 1772 im Drucke 
erschien, während schon im vorhergehenden Jahre der Pariser Akademie 
darüber Bericht erstattet worden war. Derselbe legt consequent die Idee 
zu Grunde, zwei verschiedene Grössen nicht mehr, wie dies bisher die 
Algebra that, durch verschiedene Buchstaben, sondern vielmehr durch 
Beifügung doppelter Indices zu unterscheiden — eine Idee, welche, wie 
wir oben (§. 2) saben, bereits von Leibnitz sich herschreibt. Dass er 
dabei den Träger der Indices gänzlich unterdrückt und einen allgemeinen 
Term nicht wie wir durch a,^ = aj^ , sondern blos durch i^ = ik charak- 

terisirt, bleibt in der Hauptsache gleichgültig. 

Hierauf trifft Vandermonde folgende Festsßtzung. Es soll sein ^^) 

und im unmittelbaren Anschluss daran wird gelehrt, wie man eine Deter- 
minante vom nten Grade durch Zerlegung in Minoren auf solche des' 
(n — l)ten zurückführen könne. Es sei beispielsweise die Beduction einer 
Determinante fünften Grades in Yandermonde^s Zeichensprache (le 

Symbole — — — sert ici de caractäristique) hier durchgeführt **). 

Man hat: 

a\ß\r\i\€ aß\r\d\€ , aß\r\d\e aß\r\d\e 

a|b|c|d|e~ a.b|c|d|e "^ b.cld|e|a "^ c.dlejalb 

^ aß\r\i\e aß\r\S \e 

d.e|a|b,c e.a|b|c|d 

oder in unseren Zeichen: 

5 ± 11 22 33 44 55 = 55 :S ± 11 22 33 44 — 45 5 ± 11 22 33 54 
+ 35 :S ± 11 22 43 54 — 25 5 ± 11 32 43 54 + 15 JS ± 21 32 43 54. 

Wie man sieht, ist hier der Ausgangspunkt für die ganze Behandlungs- 
weise ein wesentlich anderer, als bei den bisher besprochenen Autoren, 
denn während bei diesen ausnahmslos der Entwickelungsgang die Discussion 
gewisser analytischer Formen fordert, ' für welche sich alsdann bestimmte 
Gesetze formuliren lassen, stellt Vandermonde umgekehrt diese Formen 
als das primär Gegebene, als willkürliche Symbole hin und definirt 
dieselben erst näher durch eine fundamental^ Beziehung, welche jedes 
solches Symbol von höherem Grade mit anderen von geringerem verbindet. 



*) Genauere Aufschlüsse über diese viel zu wenig gekannte Methode des origi- 
nellen Bernonlli und i^ber deren Znsanunenhang mit neueren Yerfahrongsweisen 
sind unlängst von Nägelsbaeh^) gegeben worden. 
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Erst dann wird gezeigt, warum diese Symbole und gerade nur diese ein- 
zuführen waren. Die systematische Behandlung unserer Disciplin hat 
aus diesem Vorgehen Vandermonde's wesentlichen Vortheil gezogen, 
umsomehr, als durch dasselbe die Fixirung gewisser Fundamentalsätze 
der Determinantenlehre geradezu geboten erscheinen muss. 

Man kann nämlich, so wird jetzt hervorgehoben, aus jedem Symbole 
die einzelnen Glieder auch dadurch erhalten, dass man das Hauptglied 
11 22 83 ... nn bildet, die ersten Indices stehen lässt und die zweiten 
willkürlich permutirt. Dann bedarf es aber noch einer Anordnung^ betreffs 
des Vorzeichens jedes einzelnen Gliedes, und die hiezu dienende Regel darf 
natürlich nicht mehr willkürlich gegeben werden, indem dieselbe sonst 
mit der früher gegebenen Definition der Determinanten in Widerspruch 
stehen könnte. Es tritt demnach an Vandermonde die Noth wendigkeit 
heran, die oben (§. 3) angeführte Regel Grameres als directen Ausfluss 
jener Definition darzuthun; zu diesem Zwecke müssen die beiden Iden-' 
titäten 

l|2|8|...m|m + l| . . . |n _ 1| 2 | 3 [. . .|n— m+l|n— m+2| ... | n 

l|2|3|...m|m-f-l| .,.|n ~ m|m+l|m-|-2|. . .j n | 1 |...|n— 1 

und 

1|2|8| ...|m[m+l|...[n _ 1 |2| 3 [...j m— 1 | m | m + 1 | > . . | n 

l|2|3l...|m|m^l|...|n ~ 1 | 2 | 3 J . . . | m— 1 |m+l| 1 |...|n 

erhärtet werden. In unserer Terminologie würde diess heissen : Das Ver- 
tauschen zweier horizontaler oder verticaler Reihen involvirt einen Zeichen- 
wechsel der Determinante. Der Beweis dieses wichtigen Theoremes wird 
nicht allgemein geführt, dasselbe vielmehr nur durch die sogenannte un- 
vollständige Induction plausibel zu machen gesucht. Als Zusatz findet 
sich dann auch die Thatsache, dass jede Determinante mit gleichen Reihen ' 
identisch verschwindet. 

Nach diesen Vorbereitungen wird die Bestimmung einer beliebigen 
Unbekannten aus einem Systeme linearer Gleichungen ganz in der uns 
noch heute geläufigen Art und Weise durchgeführt; z. B. aus den beiden 
Gleichungen 

1% + ^% + 31 = 0, 12^1 + 2% + 32 = 

folgen für die beiden Unbekannten die Werthe: 



5. _ 1 I 2 1 I 2 fc _ 1 I 2 1 I 2 

^^ "" ^ I 3 ' 1 I 2 ' ^^ — 3 I 1 ' 1 I 2 ' 

Als ein wenn auch geringfügig scheinender so doch in seinen Wirkungen 
erheblicher Fortschritt in der Bezeichnung muss auch die Neuerung her- 
vorgehoben werden, der zufolge die verschiedenen Unbekannten nicht mehr 
durch die Scfalussbuchstaben des Alphabetes, sondern durch Indices an x 
und y charakterisirt werden. Jetzt erst war es möglich, die allgemein^ 
Formeln zur Auflösung eines Systemes von n linearen Gleichungen expli- 
cite hinzustellen, wie diess denn auch von Vandermonde ^2) geleistet 
worden ist. 

Die Anwendungen, welche derselbe von seiner Ausdrucksweise weiter- 
hin auf andere Eliminationsaufgaben macht, interessiren uns hier weniger, 
insofeme darin zur eigentlichen Determinantentheorie Gehöriges nur in 
geringem Masse dargeboten wird. Nur eine höchst wichtige Bemerkung 
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wird in §. 7 im Zusammenhange mit anderen Sätzen registrirt werden; 
auf eine zweite werden wir im Anfang des dritten Kapitels zurückkommen. 
"Wie Vandermonde^^) angiebt, hat De Gua dieselben Probleme in 
einer der seinigen ähnlichen Manier behandelt und ist zu analogen Re- 
sultaten gelangt; jedoch scheint dieser gewandte Algebraiker seine Unter- 
suchungen nicht dem Drucke übergeben zu haben. — 

Studnicka*^) glaubt Vandermonde's Studien in Anbetracht 
dessen, dass er die Determinanten mehr nur als Abbreviaturen ansah, 
„keine hohe Bedeutung beimessen zu können". Wir finden dieses Urtheil 
denn doch zu hart und glauben, dass gerade die formale Bedeutung des 
neuen Calculs jenem Mathematiker klar yor Augen stand *). 

§. 7. Ziemlich zur nämlichen Zeit wie Vandermonde , nahm auch 
Laplace die Lehre von den Determinanten in Angriff. Die Beweggründe, 
welche ihn hiebei leiteten, waren rein praktischer Natur ; als es sich bei 
einem Probleme aus der Theorie der Differentialgleichungen um Auflösung 
eines Systemes linearer Gleichungen handelt, erinnert er sich der Cramer'- 
schen Methode, bemerkt, dass dieselbe noch eines allgemeinen Beweises 
entbehre ^^) , und liefert so , indem er diesen zu leisten sich vornimmt, 
einen elementaren Abriss der Determinantenlehre. 

Um zur Bildung der Glieder einer Determinante zu gelangen, wird 
zuerst der Begriff der Inversion, oder, wie Laplace sich ausdrückt, der 
Variation, entwickelt. Die Elemente werden nicht durch doppelte Indices, 
sondern durch Buchstaben mit einem angehängten Index unterschieden; 
behaupten dann letztere bei allen Permutationen die Ordnung des decadi- 
schen Systemes, so tritt eine solche Variation ein, wenn die alphabetische 
Eeihenfolge der Buchstabeii unterbrochen ist. 

Nunmehr geht Laplace dazu über, die Pundamentalwahrheiten be- 
züglich des Vertauschens zweier Reihen in der Determinante zu erweisen. 
Da vorläufig noch jede symbolische Bezeichnungsweise und speziell die 
uns so natürlich erscheinende durch ein quadratisches Schema felilte, so 
konnten die betreffenden Sätze nicht in der Formulirung vorgetragen wer- 



*) Auf Yandermonde^s Stellung zur Formenlehre durfte Nachstehendes ein 
helleres Licht zn werfen geeignet sein. Italienische Gelehrte haben in allemeuester 
Z,eit als Erweiterung der gewöhnlichen sogenannte cubische Determinanten gebildet 
und sind dabei, anscheinend von einem völlig, neuen Gedanken geleitet, von Zahlen 
mit dreifachem Index ausgegangen. Das hat aber bereits Vandermonde^) an- 
geregt, als er sich anschickte, das sogenannte Rösselsprungproblem auf den Raum 

auszudehnen. Er bildet zu diesem Behüte 64 Glieder, welche bei geeigneter An- 

3 — 
Ordnung fUe Elemente einer cubischen Determinante vom Grade \/Q4 = 4 repra- 

sentiren wurden. Sein Schema ist dieses: 

4»i 435 3I2 Ih 1^3 1*2 2*4 82^ 

434 832 3I3 II4 122 1^ 2*1 32i 

42, 828 ^h 1*1 Ih 3*4 1»2 334 

I81 28j 2I9 4I1 42« 2^ 4*Ä -224 

424 322 3% 1*4 1^2 3*1 II3 33^ 

I84 232 * II3 4I4 422 2I4 4% 2«i 

l«i 223 2*2 4% 43» 3I4 4I2 234 

124 222 2*3 4*4 432 3I1 4«3 23i. 

Zur besseren Uehersicht wird auch die perspectivische Zeichnung des ent- 
iprechenden Wärfels beigegeben; vgl. auch das letzte Kapitel dieses Buches. 
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den, welche wir ihnen zu geben gewohnt sind. Welch* grosser Fortschritt 
in dieser unserer Symbolik liegt, erhellt recht deutlich, wenn wir die so 
wenig tibersichtliche Fassung dieser Theoreme bei Laplace vergleichen. 
Er^sagt nämlich ^'^): „Si au lieu de combiner d*abord la lettre a avec la 
lettre b, ensuite ces deux-ci avec la lettre c, et ainsi de suite; c*est-ä-dire, 
si au lieu de combiner les lettres a, b, c, d, e, etc. dans Tordre a, b, c, d, 
e, etc. on les eüt combinöes dans Tordre a, c, b, d, e, etc. ou a, d, b, 
c, e, etc. ou a, e, b, c, d, etc. ou etc. je dis qu'on aurait toujours eu la 
m6me quantitä h la diffiärence des signes prds." 

Bis hieher hatte es sich stets nur um die einzelnen . Entwickelungs- 
glieder einer Determinante gehandelt; nunmehr kommt es aber auf die 
Untersuchung dieser letzteren selbst an , und somit machte sich auch die 
Nothwendigkeit fühlbar , eine selbstständige Benennung für die neuen Ge- 
bilde zu wählen. Laplace gebraucht den Terminus „räsultante", und 
indem' er nun in einer solchen zwei Eeihen vertauscht, in der neu ent- 
standenen abermals u. s. f., erhält er eine erste, zweite, dritte Resultante, 
die er bezüglich durch B, E', E'' . . . bezeichnet und von denen er die 
Sätze 

— — A, 11 — — it S= xtj Dl s:^ — MX — Jtt — •— - JX • • • 

beweist. Auch auf den daraus entspringenden Zusatz, dass eine Eesultante 
mit gleichen Eeihen sich annullirt, wird hingewiesen. Bei den nun fol- 
genden üeberlegungen kann man nur lebhaft bedauern, dass Laplace 
die symbolische Bezeichnung Vandermonde's (§.6) nicht gekannt oder 
doch wenigstens nicht sich zu eigen gemacht hat, indem durch deren* An- 
nahme seine Entwickelungen an Durchsichtigkeit und damit auch an Ver- 
breitung sicherlich gewonnen haben würden. 

Bei dei^ Behandlung eines linearen Systemes setzt Laplace die be- 
kannten Glieder zunächst gleich Null voraus, reproducirt die Bäzout'sche 
Bedingungsgleichung und zeigt dann^^), dass die so erhaltene Determi- 
nante den gemeinschaftlichen Nenner des im allgemeinen Falle für jede 
einzelne Unbekannte resultirenden Bruches abgebe, und wie sich aus dem 
Nenner der Zähler jeweils finden lasse. Freilich lässt der Mangel einer 
passenden Bezeichnung Laplace nicht zur Aufstellung der allgemeinen 
Lösung gelangen, wie diess doch bereits Vandermonde in seinem ein 
Jahr früher der Academie vorgelegten Memoire gelungen war. Endlich 
wird auch die Anzahl der Entwickelungsglieder bestimmt, und zwar er- 
scheint es hiebei eigenthümlich , dass Laplace seinen früher gewählten 
Ausdruck „Variation** ignorirt und statt desselben das allerdings auch 
sonst von den Franzosen meistens gebrauchte Wort ;,d^rangement^ adoptirt. 

Besassen die bisherigen Untersuchungen Laplace 's ersichtlich einen 
ganz elementaren Charaktier und erhoben sie sich ii;! keiner Weise über 
die Leistungen seiner Vorgänger, so verhält es sich ganz anders mit jenem 
Material, welches er auf der letzten Seite seiner Abhandlung, leider in 
seh^ aphoristischer Form,, zusammengedrängt hat. Er behandelt hier näm- 
lich die Frage, ob und wie eine Determinante sich als ein Aggregat dar- 
stellen lasse, dessen einzelne Glieder Produkte aus beliebigen Unterdeter- 
minanten der ursprünglichen Determinante sind. Dabei konnte er sich 
höchstens auf eine gelegentliche Bemerkung Vandermonde*s stützen, 
welcher beiläufig eine Determinante des sechsten Grades in eine Sunune 






\ 
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aus Produkten zwei- und vierreihiger Determinanten zerfällt und so den 
8atz 

a\ß\r\m_ ^ rmc_^- r\M^ ^ ^ r\^ ^ ^ rmi 

a|b|c|d|e|f — a|b * c|d|e|f a|c * b|d|e|f "*" a|d ' b|c|e|f "^ b|c \a|d|e|f ' 

_a\ß r\dm.a\ß r\§\f%.^ rmt_a\ß rmi . cc\ß . rmi 

b|d ' alcHf^ble* a|c|d|f c|d* a|b|e|f c|e' a|b|d|f c|f * a|b|d|e 

«1^ rm^_^ß r\m.^ rmt_a\ß VldklC 

■*" d|e * ab|c|f d|f ' a|b|c|e "^ e|f * a|b|c|d a|e ' b|c|d|f 

«1^ r\d\j\Z_a\ß r\^\e% ^. 

■^ a|f ' b|c|d|e b|f ' a|c|d|e 

gefunden hatte. Allein diese Zerlegung hatte bei Vandermonde aus- 
gesprochen nur eine rein praktische Bedeutting für die wirkliche Aus- 
werthung von Determinanten, und die Art und Weise seiner Herleitung 
bestand sicher nur in einem geregelten Tatonniren; damit stimmt auch, 
wenn er *^) sagt: ^^La loi des permutations et des signes est assez mani- 
feste dans ces exemples, pour qu*on en puisse conclure des d^veloppemens 
pareils pQur le cas de huit ou dix lettres, etc. du m^me aiphabet. ^ 

Die iiier angeregten Fragen sucht nun Laplace unter einem allge- 
meineren Gesichtspunkt zu behandeln, obwohl auch hier der Mangel einer 
systematischen Bezeichnung '*') hindernd in den Weg tritt und dazu nöthigt, 
auf allgemeingültige Betrachtungen zu verzichten und sich mit Exemplifi- 
cationen zu begnügen. 

Ein solches Beispiel ist folgendes. Für fünf lineare homogene Gleich- 
ungen mit fünf Unbekannten soll die Bedingungsgleichung des Zusammen- 
bestehens angegeben werden. „Combinez les termes + abcd — abcd. -|- etc. 
relatifs h quatre ^quation avec la lettre e, en observant 1. de n* admettre 
que les termes dans lesquels d pröc^de e; 2. de changer de signe lorsque 
e change de place, et vous aurez ^ 

+ abcde — abdce + abdec + etc. 
donnez Tindice 1 ä. la premi^re lettre, Tindice 2 ä la seconde, etc. et 
vous aurez 

' + a^b^cM^e^ — a^bM^c^eö + aVd^e^c^ H- etc. 
ensuite, au lieu de + a^b^c^d^e^, ^crivez 4- (a*b^c^)(d*e^); au lieu de. 
— a^bM^c^e^ to-ivez — (a^b^c*)(d3e5) , et ainsi de suite etc.^ ^*). Aehn- 
liehe Regeln werden für Determinanten vom sechsten und siebenten Grade 
gegeben, und zum Schlüsse heisst es: „On däcomposeroit de la mßme 
maniere T^quation R en termes composös de facteurs de 4, de 5, etc. di- 



mensions.^ 



Wir müssen hier eine Bemerkung anknüpfen. Man übersieht sofort, 
dass aus den von Laplace mitgetheilten Zerlegungsformeln sich ein wich- 



*) Studnieka weist mit vollem Eechte darauf hin, dass dieselbe ganz mit 
derjenigen identisch ist, von welcher später (§. 11) Bin et nmfassenden Gebranch 
gemacht haH; nnd anf die auch wir uns noch in all' den Fällen beziehen, in welchen 
die quadratische DarstellnnßT nicht geradezu erforderlich erscheint. „Bequem" möch- 
ten wir sie jedoch nicht mit ihm so) nennen, denn gerade in den Zerlegungssätzen 
findet das Symbol -2" ± ^ih^^ • ♦ . doch nur auf Kosten der Allgemeinheit und 
üebersichtlichkeit eine umfassendere Anwendung. 



iiger Schluss ziehen lässt. Die Aggregate von Produkten ans Determi- 
nanten vten und (n — v)ten Grades (v ^ 1 ^ n — 1), in welche eine 
n reihige Determinante zerfällt, reduciren sich anf ihr Anfangsglied,' wenn 
in dem quadratischen Schema der Elemente ein Rechteck, dessen Eckpunkt 
in eine der Diagonalreihen fällt, durch Nullen ausgefüllt ist. Dieser Schluss 
ist naheliegend, allein Laplace hat ihn nicht selbst gemacht, und ob 
wir deshalb, wenn wir dieses Corollarium ebenfalls als Laplace 'sehen 
Determioantensatz aufführen, diess mit voller geschichtlicher Berechtigung 
thun, dürfte hiernach zu bezweifeln sein — obwohl wir selbst uns im 
Folgenden der Kürze halber so verhalten haben. Die uns geläufige For- 
muHrüng Jenes Theoremes ist vielmehr eines der vielen Verdienste Ja- 
cobi*s^^). 

§. 8. Indem wir von Laplace zu Lagrange übergehen, dessen 
uns hier interessirende Arbeiten abermals um ein Jahr später fallen, be- 
merken wir einen beträchtlichen Unterschied in den Ausgangspunkten bei- 
der Gelehrten. Während Ersterer im unmittelbaren Anschluss an seine 
Vorläufer in den Determinanten ein treffliches Hülfsmittel für die Theorie 
und Praxis der Gleichungen sah und auf möglichste Ausbildung dieses 
Hülfsmittels hinarbeitete, gelangte Lagrange sozusagfen unbewusst zum 
Determinantenbegriff und erkannte mehrere wichtige Wahrheiten dieser 
Disciplin am speziellen Falle, ohne doch deren Zusammenhang mit den 
Gebilden Gramer 's hervortreten zu sehen. Es ist ein unverkennbares 
Zeichen dafür, wie dringend die Erfindung der Determinanten durch den 
damaligen Stand der Wissenschaft erheischt wurde, dass, von den ver- 
schiedensten Seiten her auf das Zustandekommen dieser Erfindung direct 
oder indirect hingestrebt werden musste. 

Lagrange betrachtet den Ausdruck 

A = xy'z" + yz'x" + zx'y" — xz'y" — yx'z" — zy'x", 
welcher offenbar mit der Determinante 
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identisch ist, sowie auch die folgenden Ausdrücke 

J = y'z" - z'y", n - z'x" - xV, l = A" - ^'Y, ?' = ^"-J^'\ 
il' = xz" — zx". £' = jx" — xy", r' = yz' ~ ^f, n" = ^' — xz', 

l" = xj'-jx', 

welche ersichtlich alle aus der Determinante A überhaupt zu entnehmen- 
den Unterdeterminanten zweiten Grades darstellen. 
Alsdann beweist er ^^) nachstehende Identitäten : 

X? + xT + n'T = A, xi/ + xY -{-.x'Y = 0, xC + xV + x'f' = 0; 

y? + yT + rT = o, y^ + j^ + y"iy" = A, y^ + jV + y'r :==. 0; 

z? + z'r + z"?" ==0, Z17 + zV + z'Y = 0, zS + zT + z"S" =r A. 
Da nun die oben angeführten Determinanten Minoren von A sind, so 
ist in jenen Relationen eine allerdings nur am Einzelbeispiel erkannte 
Anticipation des Theoremes enthalten, dass der Ausdruck 

dA . , dA . a.a ^^ 
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den Werth A oder hat, je nachdem i = k oder ^ k ist, unter A ©i^^® 
Determinante n ten Orades mit dem allgemeinen Elemente a^^ verstanden. 

Auch noch andere wichtige Determinantensätze 'finden sieb in diesem 
Aufsatze für den Fall n=:3 abgeleitet. So beweist Lagrange ^0 durch 
einfache algebraische Umformungen, dass 

■ 2 + ^fi%" = ^%" + i,%T + ^'n" - KY - n^V - W^" 

diess würde aber jetzt so auszusprechen sein: Die adjungirte Determinante 
einer Determinante vom dritten Grade ist das Quadrat dieser letzteren *). — 
Wir sehen, dass Lagrange den Oebietstheil , auf welchen ihn sein geo- 
metrischer Zweck ausschliesslich verwies, so vollkommen wie nur irgend 
möglich beherrschte. Allein eine Ahnung von der principiellen Bedeutung 

seiner Leistung scheint ihm nicht vorgeschwebt zu haben. Studnicka, 
der die Frioritfttsfragen besonders eingehend untersucht, begründet diese 
seine mit der unsrigen durchweg harmonirende Ansicht hauptsächlich auch 
durch den allerdings bemerkenswerthen Umstand ^^), dass ein mit der 
Determinantentheorie selbst keineswegs vertrauter Mathematiker, Moth, 
die eigenartige Natur der Lag rang ersehen Entwickelungen spontan er- 
fasst und auf dieselben eine neue Systematik der sphärischen Trigonometrie 
gegründet hat^^). 

Von besonderem Interesse ist e^ jedenfalls auch, dass Lagrange be- 
reits zwei einfache Determinanten mit einander zu multipliciren verstand 
oder, besser gesagt, eine Methode anwandte, welche unserem heutigen 
Multiplikationsverfahren analog ist. Die quadratische Form zweier Ver- 
änderlichen 

py^ + 2qyz + rz^ 
wird durch die Substitutionen 

y = Ms + Nx; z == ms + nx 
in die neue Form 

Ps« + 2Qsx + Rx« 
umgewandelt, wobei 

P = pM^ + 2qMm + rm^, Q = pMN + q(Mn + Nm) + rmn, 

R == pN« + 2qNn + m» 

zn setzen ist ^). Soll dann die Identität 

PQ -- P 
QR ~ q 

nachgewiesen werden, Iso hat man den Multiplikationssatz zweimal hinter 
einander anzuwenden und erhält so successive den rechtsstehenden Auf- 
druck gleich 



?i(i?"iy 



*) In der nun schon vielfach dtirten Schrift Stndnicka's wird — soviel nos 
bekannt zum erstenmale — auf das Vorkommen dieser Beziehung in einer , allerdings 
dem nämlichen Jahrgang entstammenden Arbeit Lagrange*8 anfmerksam ge- 
machtes). Alldort^) findet sich auch ein SpezialfaU des Mnltiplikationssatzes. 
Nicht minder behandelt Lagrange um dieselbe Zeit die Aufgabe, in einem dop- 
pelten und dreifachen Integrale zwei resp. drei nene Veränderliche zu substitniren, 
in einer dem gedankliehen Inhalt nach ganz mit der unsrigen übereinstimmenden 
Weise st). Wir aber erledigen (Kap. VJ. |. 8) diese Aufgabe durch Einführung einer 
sogenannten Fonktionaldeterminante, ^ 



1^ 



pM + qm qM + rm Mm 
pN + qn qN + m ' N n 

pM2 + 2qMm + rm« pMN + q(Mn + Nm) + rmn 

pMN + q(Mn + Nm) + rmn pN^ 4- 2qNn + rn^ 

und diesen Werth nimmt anch die Determinante 

P Q 
Q B 

an, sobald man die entsprechenden Werthe in ihr substituirt. — Kundige 
erkennen in dieser Umsetzung eine Anwendung desjenigen Satzes, welcher 
die Grundlage der gegenwärtig so wichtig gewordenen „Algebra linearer 
Transformationen" bildet, dass nämlich bei Anwendung einer solchen die 
ursprüngliche Form von der transformirten nur um eine Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante verschieden sei (vgl. Kap. VII. § 1). 

Es versteht sich wohl von selbst, dass nur der Gedankengang La- 
grange's, keineswegs aber seine Darstellungsweise, mit unseren Nach- 
weisungen übereinstimmen; er beschränkt sich auf die üblichen freilich 
stets mit besonderer Genialität durchschalteten Hülfsmittel der Buchstaben- 
rechnung. Alles in Allem nimmt Lagrange in der Geschichte des Deter- 
minantencalculs eine höchst eigenartige Stellung eiu; insoferne er dessen 
Grundsätze, ohne damit etwas Besonderes leisten zu wollen, kannte und 
aufs Beste anzuwenden verstand. 

§. 9. Man war bisher gewohnt, der Schule combinatorischer Analy- 
tiker, welche gegen das Ende des achtzehnten Jahrhunderts von Leipzig 
ausgieng, eine für die Gesammtentwickelung der Mathematik nur wenig 
bedeutsame wo nicht nachtheilige Bolle zuzuweisen, und es scheint sich 
auch zur Zeit noch Niemand die Frage vorgelegt zu haben, wie denn 
diese Männer sich gegen die Erfindungen ihrer grossen Zeitgenossen in 
Frankreich, also insbesondere auch gegen die Determinanten, ^verhalten 
haben. Allein dem unpartheiischen Blicke hätte es nicht entgehen sollen, 
dass im Qrunde diese letzteren Gebilde doch eigentlich nur combinatorische 
Symbole sind und principiell von den mancherlei den deutschen Combina- 
torikern eigenthümlichen Formen — Involutionen, combinatorische Inte- 
grale etc. — in keiner Weise sich unterscheiden. Praktisch freilich hat 
die den Franzosen eigene Eleganz und Formgewandtheit ihrer Erfindung 
einen raschen Vorsprung vor jenen der Deutschen verliehen, so dass sie 
bald zu einem der mächtigsten Instrumente der modernen Analysis sich 
auszubilden vermochte, während jenen höchstens eine historische Bedeutung 
zukommt. Daß Folgende wird zeigen, dass unsere Landsleute die Deter- 
minanten gar wohl kannten und deren innigen Zusammenhang mit ihren 
eigenen Bestrebungen richtig zu würdigen* im Stande waren; 

^ In erster Linie ist hier Binden bürg selbst, der Begründer und Alt- 
meister jener Bichtung, zu nennen. Die Aufforderung, diesem Gegenstande 
seine Theilnahme zuzuwenden, trat an ihn heran, als er zu dein Erstlings- 
werke ^^) seines Schülers und Freundes Büdiger die Vorrede zu schreiben 
unternahm. In jener, Schrift war nämlich die schon oben (§. 3) als An- 
regerin einer Besserung namhaft gemachte Aufgabe,^ durch fünf willkür- 
liche Punkte einen Kegelschnitt zu legen, mit air der Weitläufigkeit be- 
handelt, welche nun einmal der usuelle Mechanismus der Coordinaten- 
geometrie mit sich brachte. Da drückt denn Hindenburg^^) sein Ver* 
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wandern darüber ans, does selbst so tQchtige Mathematiker, wie Mac- 
laurin, Claeraltne (Clairaat) and Segner die Elimination immer 
noch in der alten BchwertUlÜgen »Weise betrieben und von den enormen 
VerbesBerangen , welche dieses Thema darch die Arbeiten *) des grossen 
Bär.ont („celeberrimos .Bezoldns") erfahren habe, keine Notiz zn nehmen 
scbienen. Mit diesen Leietnngen acheint Hindenburg sehr vertraut ge- 
wesen zn sein; er rUfamt zamat die hohe Allgemeinheit seinei- Methoden, 
die Leichtigkeit , mit welcher sich der Grad der Elintinationsg]eichung 
eniiren lasse, die totale Abwesenheit fiberfiDasiger HUli^grÖssen. Er sehe 
von allgemeineren Fällen ab und begnüge sich mit der Lösang nach- 
etehendes „Probtema. Propositis Aeqnationibns simplicibns indeterminatis 
namero n, qnaram sint 

Incognitae n, i, j, z, etc. singnlamm totidem, 

com Coefficientibns a, b, c, d, etc. in 1 ma aeqnatione, 
, n a', b', c', d', etc. in 2 da „ 

„ n a", b", c", d", etc. in 3 tia , 

, ^ a'", b"', c'", d'", etc. in 4 ta „ 

et sie porro, pro raliqnis et Incognitis et CoSfficientibns Omnibus reliqua- 
rnm aeqnationnm omnium, respective; qnaemntur valores, per Coüfficientes 
simplices eipressi, vel' Incognitarum omniam simni, vel Bingnlamm snc- 
cessive, sie tamen, nt termini inntiles eicludantur" *^). 

Man sieht, dass diese Aufgabe in einer Allgemeinheit gestellt ist, 
welche selbst niis,td)e wir doch an Generalisationen vielleicht nur zu sehr 
gewSbnt sind, ftlr jene Epoche befremdlich erscheinen muse. Denn alle 
linearen Systeme von der Form 



a^iXi -+... + a^x„ = «„ 
nmfasst die Vorige, wenn 'sie sich auch in einer sehr bescheidenen Weise 
itttrodncirt. Das LSsnngsTerfahren mnthet uns ftir's Erste allerdings etwas 
eigenthümlich an. Hat man zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbe- 
kannten anfznlSsen, so macht man nach Hindenburg dieselben zuerst 
homogen und hat dann ^) : 

ai -H by + et = 0, a'x + b'y + c't = 0. 
Indem man für i, y, t resp- yt, — it, ly einsetzt, folgt als „prima 
linea" 

ayt — bxt -Ir cxy. 
,Ex hac prima llnea, denno permntatis snccessive x cum a' et j onm b' 
et t cum c', et observatis simol signorum mutationibns ex praescripto, fit 
linea secnnda et ultima 

ab't — ac'y + bc'x — a'bt + a'cy — b'ox." 

*) Hiadenbnrg h&t hier das algebraische Eanptwerk B^zont's imAageN). 
Der Gnmd, weshalb wir ans bei obiger Analyse des §. 5 nicht an dieses aandem 
an eine einzelne Abbandlimg hielten, liegt darin, dass letztere das eigentliche Haupt- 
werk reprisentirt, dessen Besoltate, nni vielfoch erweitert und eiemplifidrt, in jene, 
umfassendere Darstellnng heiübergenommen worden, 
aantbar, »Bteimtiiuit«Qth«origL B. Anfl. 2 
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Sehr anschaulich ist, wie man sieht, diese Beschreibung nicht, indese 
bemerkt man, dass der Verfasser soviel „Linien** bildet, aijs Gleichungen 
vorhanden sind, und aus der letzten dieser Linien folgt dann die betrejQTende 
Unbekannte gleich ihrem Faktor,, dividirt durch denjenigen der Hülfs- 
grösse t. Diese Methode verräth eine deutliche Verwandtschaft mit der 
Determinantenbildung, wie besonders auch die Anwendung auf den Fall 
homogener Gleichungen lehrt ^^); indessen kommt Hindenburg späterhin 
auch noch ganz ausdrücklich auf die Cramer'sche Methode zurück. 
Er drückt dabei die expliciten Werthe der Unbekannten in einer an 
Vandermonde's Symbolik erinnernden dabei aber doch wieder seinen 
eigenen Neuerungen entsprechenden Weise aus ^^). Am leichtesten können 
wir uns einen Einblick in diese Darstellungsweise verschaffen, wenn wir 
zwei aus nachstehendem Systeme 

AI = Z^z + Y^y + X^x + Wi« + . . ., 
A2 = ZH + Y2y + X^x + W«« + . . . 



berechnete Unbekannte, etwa z und «, neben einander stellen. Es ist 
nämlich nach Hindenburg 

« xi.^ X, Jv., YV, U, X,«** 

_ Permut (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 . . .) 

^ "" Permut (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 . . .) ' 

Z, Y, X, W, U, T . ,, . 

Z, Y, X, A, U, T . . . 
Permut (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ^ . .) 

Permut (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 . . .) ' 
Z, Y, X, W, U, T 

Um diese Symbole gegebenen Falles praktisch verwerthen zu können, 
bedarf es einer eingehQnden Unterweisung, und dabei findet dann auch 
eine Erörterung der Gram er' sehen Zeichenregel eine Stelle ^^). - Die 
einzelnen Indexcomplexionen werden aus dem Hauptgliede 1 2 3 ... n 
durch successive Vertauschung je zweier /Elemente göbildet. Zum Schlüsse 
endlich stellt Hindenburg eine Vergleichung zwischen dieser Cramer- 
B^zout' sehen und seiner eigenen vorhin discutirten Idee an und kommt 
dabei auf die principielle Analogie beider, nur gebe die letztere Mittel an 
die Hand, an Stelle der von ihm angegebenen Zwischen -Operationen eine 
einzige definitive zu setzen. „Patet enim", sagt er-^®), ;,per ejusmodi 
X Schemata, uti ego exhibui, lineam sie dictam ultimam statim sisti posse 
rite ordinatam a praecedentibus lineis independentep.^ 

Aus dem Gesagten dürfte hervorgehen, dass Hindenburg den Gegen- 
stand genau kannte, ohne jedoch das Bedürfhiss zu einer Erweiterung der 
ihm bisher gezogenen Grenzen zu 'empfinden. Allein was er selbst in 
dieser Hinsicht vermissen lassen mag, das haben redlich zwei seiner un- 
mittelbarsten Schüler einzubringen gewusst. Wir sprechen zuerst von 
H. A. Rot he, dem Erfinder der combinatorischen Integrale, der den De- 
terminanten eine selbstständige an Resultaten reiche Abhandlung ^^) ge- 
widmet hat. 

Die von ihm angewandte Bezeichnungsweise ist darin von der unseri- 
gen verschieden, dass er als Träger der Indioes die Zahlen des decadii^chen 
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Sjfitemes sdbst verwendet und jeder derselben einen ^SteUenexponenten' 
beisetzt, dessen Wesen am Besten ein Beispiel erläutert. 

Hat man die Complexion 

64398 10 172^-5 
und sucht man für jedes einzelne Element den Stellenzeiger, so wird ab^ 
gezählt, wie viele unter den rechts von einer beliebigen Zahl q stehenden 
Zahlen tiefer in der Zahlenreihe stehen, als q selbst. Ist deren Anzahl p, 
so hat die Zahl q den Stellenexponenten (p + 1) zu erhalten. Hiemach 
würde die obige Complexion folgendermassen durch Indices zu charakteri- 
siren ^n : 

66 44 83 96 85 IO5 li 73 2, 5i. 

Der Nutzen dieser Bezeichnung wird sofort klar bei Einführung des 
willkürlichen Satzes *'^) : „Jede Perrautation der Elemente 1, 2, 3 ... r, 
werde mit dem Zeichen + versehen, wenn entweder gar keine, oder eine 
gerade Menge gerader Zahlen, unter ihren Stellenexponenten vorkommt; 
mit dem Zeichen — hingegen, wenn die Menge der geraden Zahlen unter 
den Stellenexponenten ungerade ist.* Mit Hülfe dieser Festsetzungen wird 
dann ein sehr ausführlicher Beweis fQr Grame r's Zeichenregel erbracht '^^), 
welche das Vorzeichen von der Anzahl der in den Stellenexponenten vor- 
handenen Inversionen abhängig macht. .Eigenthümlich ist hier auch ^^) 
die Formulirung des Begriffes „verwandter** Complexionen von der Be- 
schaffenheit, dass wenn bei der einen das Element m an n ter Stelle, dafür 
bei der anderen das Element n an mter Stelle steht. Für dieses reciproke 
Verhalten werden hübsche graphische Versinnlichungen angegeben und 
dabei wird auch des Faktums gedacht , dass und wann eine Complexion 
mit sich selbst verwandt sein kann ^^). 

Durch diese Vorbereitungen sieht sich dann Bothe^^) in den Stand 
gesetzt, das Problem der Auflösung eines Systemes linearer Gleichungen 
in Angriff zu nehmen. Das aufzulösende System erhält folgende Gestalt *) : 

s^ = llx* + 12x« + 13x3 ,+ ...+ lmx°^ + . . . + Irx', 
s« = 21x1 ^ 22x» + 23x3 + . . . + 2mx"* + . . . + 2rx', 



s» = rix* + r2x2 + rSx^ + . . . + rmx°* +....+ rrx'. 

Der gemeinschaftliche Nenner der hier vorkommenden unbekannten 
Grössen wird angegeben, natürlich jedoch nur als ausgerechnete, nicht 
als symbolisch geschriebene Determinante. In den darauf folgenden Be- 
trachtungen weist Bothe ^^) nach, dass man die EntwickelungsgHeder 
ebensogut erhalten könne, wenn man die ersten Indices unverändert lasse 
und die zweiten permutire , als wenn man bei ungeänderten zweiten alle 
möglichen Permutationen der ersten bilde. Zu diesem Nachweise verhilfb 



-*) Es ist hier im Anschlösse an die erste Auflage dieses Werkes zu betonen, 
dass die dort bei Gelegenheit des Elimiuationsproblemes angewandte Indezbezeich- 
nnng dem Originale nicht entspricht. Diesmal haben wir uns getreuer an dasselbe 
gehidten. Jene ganz exceptionelle Darstellung durch Indices hat eine rein propä- 
deutische Bedeu^g, lediglich zur leichteren Begründung des Inversionensatzes; in 
den Anwendungen musste selbstverständlich die volle Allgemeinheit wieder herge- 
stellt werden. 
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unserem Autor aufs Einfachste der neue Begriff der verwandten Permu- 
tationen, und wir sehen so, dass ein Fund amen talsatz der Determinanten- 
theorie, für welchen bis in die neueste Zeit (Kap. IL §. 2) eine völlig 
genügende Begründung vermisst ward, bereits bei den deutschen Combi- 
jiatorikem eine recht befriedigende Behandlung erfahren hat. 

An dieser Stelle treten auch zuerst die ünterdeterminanten auf, in- 

f\ A 

dem ^') - — =^ fpq gesetzt wird. Nachdem auch noch zwei weitere wichtige 
dpq 

Theoreme, nämlich die folgenden: 

Infln + 2.nf2n + . . . + rnfrn = A , Inflm -h 2nf2m + . . . f rnlrm — 
abgeleitet worden sind , kann das obige lineare System seine endgültige 
Auflösung erhalten. Während nämlich bis jetzt blos der . gemeinschaft- 
liche Nenner der die Unbekannten darstellenden Brüche angebbar erschien, 
kann man jetzt folgendes Verfahren einschlagen. Man zerlegt die Deter- 
minante des Nenners, wenn x^ gefunden werden soll, nach den Elementen 
der mten Verticalreihe in Minoren, so dass 

N = Imflm H- 2mf2m + . . . 4- rmfrm 
wird, und setzt dann im = s*. Das Schlussresultat wird sein: 

^_ s^flm -\- s^f2m -f . . . + s°fnm + . . . -\- s'frm 

Imflm + 2mf2m + . . . -\- nmfnm + . . . + rmfrm 

Der in der hier skizzirten Weise hergeleitete Lehrsatz wird dann noch 
durch eine Eeihe anderer Betrachtungen verificirt, wobei natürlich auf 
die Lehre von den ersten Ünterdeterminanten vielfach Bezug genommen 
werden muss. 

Auch in einer Abhandlung von Hauber finden sich Anklänge an 
die Determinantentheorie. Der Verfasser beschäftigt sich mit der Aufgabe, 
aus einer algebraischen Gleichung die darin vorkommenden Unbekannten 
wegzuschaffen ; er löst dieselbe auf verschiedene Weisen und geräth schliess- 
lich auch auf eine Methode, welche auf dem dritten Anhang des Werkes 
von Gramer beruht.^ Aus diesem Anhange — welcher eben die Deter- 
minanten enthält — habe er ftir seinen Zweck ein independentes Verfah- 
'ren gezogen ''®); „ich habe ferner^, fährt er fort, der Gram er' sehen 
Eegel im angeführten Anhang, „pour supputer le produit de deux facteurs- 
seconds quelconques* eine Vervollständigung gegeben, deren sie bedurfte, 
und habe Gebrauch davon gemacht, um das Fermatische Problem der 

Wegschaffung der Irrationalitäten aus einer Gleichung wie \/a, ± \/b 

± \/c ± \/d ± \/e ± \/i -=. aufzulösen.* — In einer darauf fol- 
genden zweiten Abhandlung '^^) , giebt er an , sich nach jenen Eegeln ge- 
richtet zu haben. — Jedenfalls müssen diese Bemühungen Hauber's als 
eine theilweise Anticipation jener Betrachtungen gelten, welche wir in 
Kap. IV. jenes Problem endgültig lösen sehen werden. 

§. 10. Ganz unabhängig von den Tendenzen der Binde nbur~g*8chen 
Schule *) , sowie auch unabhängig vom Eliminationsproblem (im gewöhn- 



*) Es mnss als eine offene Frage hingestellt werden, ob nicht Gauss ans dem 
Unterrichte J. F. Pf äff 's eine grössere Bekanntschaft und Vertrautheit mit den 
combinatorisch - analytischen Operationen mit fortnahm, als er selbst nachher zuzu- 
geben geneigt war. Jedenfalls scheint »o) der Einfluss Pfaff's gewöhnlich unter- 
schätzt zu werden. 
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liehen Sinne) entstand der Determinantenlehre in Gauss eine in ihrer 
Art neue schöpferische Kraft. Allein gleich im Anfang dieses Paragraphen 
wollen und müssen wir Verwahrung dagegen einlegen, als rechneten wir 
den Genannten zu einem der Begründer *) der betreffenden Theorie. Wo 
Gauss sich mit Determinanten zu beschäftigen hat, bilden dieselben nur 
ein Mittel zum Zwecke, welches nach jedesmaligem Gebrauche nicht weiter 
in Erörterung zu kommen braucht. 

Die Gründe, welche ihn veranlassen, sich Überhaupt mit solchen Ge- 
bilden zu beschäftigen ,« waren wesentlich zahlentheoretischer Natur. Es 
stellte sich heraus, ^dass bei Untersuchung der sogenannten quadratischen 
Formen gewisse Aggregate von Wichtigkeit sind, welche sich als Spezial- 
fälle der von B(^zout, Yandermonde und Laplace in Erwägung ge- 
zogenen Resultanten betrachten lassen. Dem Umstände, dass Gauss ^^) 
diese charaktei^istischen . Ausdrücke als ,, Determinanten der quadratischen 
Formen" bezeichnete, verdankt auch die allgemeinere Benennung „Deter- 
minante*' ihr Dasein**). Was also bei Gauss mit diesem Namen belegt 
wird, ist durchaus nicht der allgemeinste Fall, sondern lediglich das, was 
wir ,,Discriminante" (Kap. IV. §. 9) nennen; für die quadratische Form 
(ax^ + 2bxy + cy^) z. B. ist die Gauss *sche Determinante gleich 

b a 

c b 

Auch der Ausdruck „adjungirtes System '^y dessen Determinante au chy 
(vgl. den nächsten Paragraphen) zu besonderer Geltung brachte, rührt Von 
Gauss^^) her. Schliesslich ist zu erwähnen, dass Gauss den Multiplika- 
tionssatz in einem speziellen Falle kannte und zur Anwendung brachte. 
Und zwar ist dabei bemerkenswerth, dass er diess nicht nur, wie bereits 
Lag ränge (§. 8) bei zweireihigen*^®), sondern auch bei dreireihigen^*^) 
that, als es sich nämlich darum handelte, lineare Substitutionen bei ter- 
nären quadratischen Formen durchzuführen. 

All' diese Leistungen sind unbestreitbar und ebensowenig lässt sich 
ihr intimer Zusammenhang mit den Zielen unserer jetzigen Determinanten- 
theorie leugnen. Und doch halten wir unsere oben aufgestellte Behauptung 
aufrecht. Das eigentliche Lebenselement dieser Disciplin ist der auf's 



*) Li seiner interessanten und wohlwollenden Becension der ersten Auflage 
dieses Werkes machte es uns Friedlein ^^ eioigermassen zum Vorwurf, dass wir 
bei Gauss nicht ISnger.Terweilteo. Als Pendaot hiezu mag eine anonyme Be- 
sprechung* der Reidt'sehen „Vorschule" gelten; dort wird gar die ganze Determi- 
nantentheorie als ausschliessliches Gauss'sches Geistesprodukt hingestellt ^^J. Aus 
unserer Darstellung wird sich ergeben, wie der eigentliche Sachverhalt angethan ist. 

Aber gleich an diesem Platze sei an den hierauf bezüglichen Ausspruch Studnicka's 
erinnert. Nachdem derselbe von Lagrange gesprochen, dessen Arbeiten man nicht 
hinlänglich gewürdigt habe, wendet er sich zu G a*u s s und beginnt mit den Worten ^) : 
„Ein in entgegengesetzter Bichtung differentes Loos traf die diesbezüglichen Ar- 
beiten des Heros der deutschen Mathematiker, des tiefsinnigen Gauss; er wurde 
imd wird noch hie und da für den Vater der Determinantentheorie angesehen, ob- 
wohl seine Verdienste um dieselbe nicht an die eines Lag ränge hinanreichen." 
Begründung^ siehe oben. 

**) Gauss hat Übrigens nie die feminine Endung des Wortes gebraucht, ähn- 
lich dem Lateinischen und Französischen, welch" letzteres diese Formen ja ebenfalls 
unter dem Titel „le d^terminant" kennt 



Höcliste aasgebildete FormalUmns, und gerade um diesen hat sich Gauss 
niemals besonders gekümmert. Ja es wird nicht schwierig sein, den im 
Vorigen discatirtan Stellen eine grosse Anzahl anderer gegenüberzastellen, 
wdche die Qleichgültigkeit des Ver^sers gegen die formale Taktik des 
Deteraunantenoalcols erkennen lassen. Bieher geh^t das Krümmnngsmass 
(Eap. VII. §. S) , die R^d zar Ivhaltsbestimmaug ebener Vielecke, die 
MeÜode znr AaflSsong von □ linearen Congroenzen mit (b + 1) Unbe- 
ka»nten^^), welch' letzterer eine Lediglich durch strikte Anwendung der 
Determinanten zu beseitigende Unvoll kommenheit anhaftet (Eap. IV. g. 4). 
Vor Atlem änderen glauben wir auf einen gewissen Passus in den post- 
hmuen Schriften verweisen zn mflssen. Bei Gelegenheit der bekannten 
Untersnchnng Über das ai-ithmetisch-geometrische Mittel handelt es sieh^®) 
am die Bereclinnng gewisser Constanten aus einem Systeme von Gleichnn- 
gatk des ersten Grades. Der Kunstgriff, der zu diesem Behnfe angewandt 
wivd, ist wie Immer im hohen Grade elegant, jedoch so versteckt, dass 
sich nicht leicht ein Einblick in seine Entstehung ' gewinnen lassen wird ; 
soviel jedoch ist evident, dass derselbe mit der hier doch gewiss besonders 
naheliegenden Determinanten - Methode nicht das Geringste gemein bat. 

§. 11. Es war nun noch ein Schritt zu thun, um die elementaje 
Lehre von den Determinanten zum Abschlüsse zu bringen, dieser Schritt 
mnsste ein vorwiegend methodischer sein, und ihn gethan zu haben ist das 
grosse Verdienst Cauchy's. Sein Ausgangspunkt war die Theorie der 
synnnetri sehen Funktionen, deren Studinm Euffini anf seinen bertthmten 
Beweis von der Unmöglichkeit einer allgemeinen Auflösung der Gleichun- 
gen geführt hatte. Den symmetrischen Funktionen stellten sieh als gleich- 
berechtigt die alternirenden an die Seite, welche bei Vertauachung der 
Variablen lediglich das Zeichen ändern, und zu diesen gehören in gewissem 
Sinne auch die Determinanten. 

Canchy, der sich bereits früher einmal eingehend mit der für die 
Gramer' sehe Zeichenregel wichtigen Permutationslehre *) beschäftigt 
ha£te ^'), schlieiist sich in der Bezeichnung an Gauss au, dessen Unter- 
suchungen ihm Überhaupt den ersten Anstoes zu eigenen Forschangen über 
diesen Gegenstand gegeben zu haben scheinen. Nachdem er nämlich von 
der Erfindung dieser speziellen ,tfonction sym^trique alternde" gesprochen, 
fährt er^') fort: „M, Gauss s'en est servi avec avantage dans ses Re- 



so setze man jedem Elemente einen Stellenzeigcr bei und tmtersQche, wie oftnial 
eine Folge dieser Indices mit der darüber stehenden Zahlenfolge eine ejkliache Dm- 
kehrong' liefert. Ist diese Anzahl g för m Elemente, so entspricht einer geraden 
Dif^renz {m — g) das positive, einer nngeraden das negative Vorzeichen. So z. B. 
Uefert das Arrangement 

>3 2 6 5 4 1 7\ 

U 2 3 4 5 6 7^ 
vier cyklische ZnsammenstelloDgen, nSmlich 



.(! l \). (t t>. §. (?)i 



es ist also m = 7, g = 4, die Differenz = 3, und da diess eine ungerade Zahl, 
so bekommt die Compleiion 3 2 6 5 4 17 dag HisusBeiehen. 



a 

cherches anttiyttques, ponr döconvrir leB propriöt^ gän^ales des foRneS an 
second degr6, o'est-iL-dire , des polynomes da second degrö h Aeux Ott h 
plnsieurs variablea; et il & i6siga6 ces mSmes fonctiona sons le nom de 
döterminans. Je censeirerai cette dänomination. qiii foumit nn moyeä 
facile d'önoBcer les rösnltals; j'observerai senlement, qn'on donne anssi 
qaelqnetoje ans fonctions d'ont il s'agit te Qom de räsultantes h denx on 
il plaeieurs lettres. Ainsi les dem eipressions snivatites, däterminant et 
räsnltante, devront Stre regardäes comme synonymes. " 

Äla Basis der ganzen Theorie dient Canchy das sogenannte Diffe- 
ren Kenprodukt, auf welches wir im Eingang des dritten Kapitels zn reden 
kommen werden. Dasselbe, gewöhnlich in der Form 

(»2 — ai) (og — ai) ■ ■ • (»j ■— »2) (»i — »2) • ■ .• (an — an-0 
gegeben, ist bis auf einen Factor gleich der symmetrisch - altemirenden 
Function S(± a*j a-j . . . a°)j betrachtet man die Exponenten aU Zeiger, 
80 ist jetzt 8(+ a'i 3.%) nicht mehr gleich ai a2(a2 — a,), sondern es ist 
daraus (S+ ai, 1 az.s) ^ ai. 1 az,a — aj, ! &2.1 geworden. Damit ist denn 
der Determinantenbegriff in vollster Allgemeinheit begründet. 

Canchy ist der Erste, welcher die durch doppelte Indices nnter- 
achiedenen Elemente in Form des fllr uns vom Begriffe kaum mehr trenn- 
baren quadratischen Schema'a anordnet. Damit sind denn auch sofort die 
Dnterbegriffe „suite horizontale'' und „suite verticale" gegeben; die Ele- 
mente aj_^ und a^,) sind „conjugös", die Elemente der ersten Diagonal-'' 
reihe „termes principanx", das aus denselben gebildete Product „produit 
principal" ^^). Die Begel zur Vorzeichenbestimmung für die einzelnen 
Entwickelangsglieder wird nach Cramer gegeben, and daran auch der 
Satz ^') geknüpft, dass zwischen zwei De!;prminanten Gleichheit besteht, 
wenn die Zeilen der einen mit den Colonnen der anderen der Beihe nach 
identisch sind. 

Im Anschluss daran folgt die Zerlegung einer Determinante in Ünter- 
determinanten des nächst niederen Grades, und zwar wird der hiezu die- 
nende wichtige Satz in folgender ttberaicbtiicher Gestalt gegeben: 

2t± a^nX± Hl Ha ■ • - an-l.n-l)] = »nj. K» + »n-l. n ^n-l.n 
+ ■ ■ ■ + Hn \n + *l,n ''l.n, 
vre ganz aUgemein 

Kn= i ^ i Kl \t • ■ ■ »i+l.l »1+2,1+1 • ■ ■ Vn-i) 
. zu setzen ist. Die Einführang diesw neuen Punktionen b , deren Anzahl 
für jeden Werth von i bei constantem zweiten Index ersichtlich ebenso- 
gross ist, als der Grad n der ursprünglichen Determinante (deren es also 
im Ganzen n^ giebt), veranlasst dann' dazu, dieselben wieder zn einer 
Determinante ^ ± bj ^ b^ ^ . . . b^^ zusammenzustellen. Diese als „dö' 
terminant adjoint" bezeichnete Determinante hat dann zur ursprünglichen 
eine höchst wichtige Eelation, welche Cauchy ^*) herleitet. Zum Beweise 
bedarf er eines gewissen bereits mehrfach erwähnten Tbeoremes Über die 
ünterdeterminanten, welche er durch nachstehende Verbindung von Iden- 
titäten ausdrückt *"} : 






= 2B(a,„ bi.„), 

= 2»(ai,l2 b,,n), 



= ^(ai,n b,,,), = ^(ai^ bi,2), ... Dn = i<ai.n bi,„). 
Von hier wendet sieh imeer Veifaaser zum Elimraationsprobiem nnd 
reproducirt zunächst die Gramer- La pl ace'sche Anflösnngsmethode eines 
Sjstemes linearer Qleiohnngen. 

Im zweiten Abschnitte seiner Arbeit betrachtet Caiichy ein System 
„d'äquatiohs symätriques*, nämlich dieses : . 
"iii^iii + • ■ • + "i.nai.n = ni(,|i Oiti&iii + ■ - • + «ajiai.Q ^^ mitjS 

. . . «11,1 ai.i + . . . + Bn^naifl ^ miji; 

''ifia2il + . ■■ + «i^ai.n = mj,! ; «2,182.1 + . . . + «i.naaji =: in2>ai 

. . . ■ on,ia2,i + . . . + Bnjiaaji = niiji; 

. + Oj^&Qji = mn,i; 02,i»ii,i + . . . + «ijian* = niii,2; 

. . «u.ian,! + - • ■ + «njiaii^ ^ mnA- 

Aus dem Complex der in dtess System eingegangenen Grössen werden 
die drei Determinanten 

• »1-1 «i-i «(.J • 

. 32,11 __ j^^ , aa,i ata . . . at^ ^ ß . 



«Ulftna + • 



Sn,] Ana ■ 



aii4i «n,] «hiJ < 

m^fl ni|,2 • • 
m2,i m2,2 . . 






ninj mD,2 ■ 
gebildet, nnd von diesen beweist Canchy^), dase 

M„ = D„dn 

sei Eiemit ist denn also das mit Recht berOhqite Multiplikationsgesetz 
der Determinanten gefanden, mit dessen Anstellung der letzte Scbinssstein 
in das Lehrgebäude unserer Disciplin eingefügt erscheint. — Mit Hälfe 
dieser Fundamentalwahrheit lässt sich denn aach dem vorhin angefahrten 
Satze bezüglich des Verhaltens einer Determinante zu ihrer adjnngirten 
eine weit allgemeinere Fassung geben: „ätant donnä un terme quelconqae 
a dn systöme (a,^), ponr obtenir le terme corröspondant du sjatöme 
adjoint du second ordre (c^„), il suffira de multiplier le terme donnä par 
la (n — 2)'^^ puissance du däterminant du premier Systeme. ' DieQaelle 
dieses Satzes ist in Kap. III. g. i angegeben. 

Auch in den nnn folgenden Abtheiinngen bewegt sich Gauchj anf 
einem Boden, der vor ihm so gut wie gar nicht bebaut worden war. 

Setzt man den Numerus Combinationnm ohne Wiederholungen ans 
n Elementen zur p ten Classe (p = 1, 2, 3 . . . n — 2, n — 1), d. h. den 

Ausdruck |p), ~ 



: P, so kann man, wenn 

(p) (p) (p) 

[^ifl = -^ ± ,a,,i a^ 

(p) 



• *pj' 



r 



■ ^-T■^-^- 
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gesetzt wird, die Reibe 

(1) (2) (n-SO (n-1) 

snccessive sich folgender Determinanten herstellen. Die Anzahl dieser 
„systömes derivös* wird (n — 1) sein. Als Verallgemeinerung der oben 
angeführten Sätze über Unter determinanten wird dann ^^) folgendes Gleich- 
ungssystem bewiesen: 

(P) (P) (P— n) (p) (n-p) (p) (n-p) (p) (n— p) 

[aiiP] = aifiap^ + . . . 4 ap,iai^ . . . :ii ai,i ap.i + . . . + ap,iai,i ; 



(P) (n— P) (P) (n— p) (p) (p) (n-p) (p) (n-p) 

= ai^ap^ + . . . + ap,pai,p . . . [ai.p] = ai^ap.i + . . . + ap,pai,i . 

Hieraus fliessen die allgemeinen Zerlegungsregeln einer Determinante 
in Aggregate aus Minoren-Produkten. Der vierte Abschnitt geht in den 
hier signalisirten Verallgemeinerungen noch weiter und ist, an sich von 
hoher Bedeutung, fQr den elementaren Aufbau der Determinantentheorie 
von geringerem Interesse. — 

üebrigens gebührt Cauchj der Buhm der erstmaligen Formulirung 
des Multiplikationstheoremes nicht unbedingt; zu gleicher Zeit ward das- 
selbe auch von Binet ^^) gefunden, von dessen Bemühungen Ersterer 
selbst Folgendes berichtet ^): „M. Binet, dont je me fälicite d'ötre Tami, 
avait 6t6 conduit aux m^mes rösultats par des recherches diffärentes. De 
retour ä Paris, j'ätais occup^ de poursuivre mon travail, lorsque j'allai le 
voir. II me montra son thtoröme, qui ^tait semt)lable au mien. Seulement 
il dösignait sous le nom de räsultante ce que j'avais appel^ däterminant.^ 
Ein schönes Zeugniss für die gegenseitige Unparteilichkeit der beiden 
gleichstrebenden Forscher bietet die gleichlautende Erzählung Binet' s: 
^Ajant eu derniörement occasion de parier ä M. Oauchy, ingänieur des 
ponts et chaussäes, du thtoröme g^nöral que j'ai änoncä ci-dessus, il me 
dit ötre parvenu dans des recherches analogues ä celles de M. Gauss, ä 
des th^römes d'analyse qui devaient avoir rapport aux miens. Je m'en 
suis assurä, en jetant les yeux sur les formules; mais j'ignore si elles ont 
la möme g^näralitä que les miennes: nous y sommes arriväs, je crois, par 
de vois träs-difförentes.*' 

Binet' s Studie hatte nicht die ausgesprochene analytische Tendenz, 
wie diejenige seines Freundes und Nebenbuhlers und so trat sie ihres in- 
neren Werthes ungeachtet gegen jene in den Schatten. 

§. 12. In der ersten Auflage glaubten wir mit Oauchy unsere' ge- 
schichtliche Einleitung abbrechen zu dürfen. Der -Umstand jedoch , dass 
dessen Besultate durchaus nicht so rasch allgemeinen Eingang sich ver- 
schafften, als man wohl erwarten möchte, der umstand ferner, dass selbst 
zwischen ihm und Jacobi eine an originalen Schöpfungen nicht durchaus 
«^arme Periode liegt, hat. uns bewogen, eine kurze Fortsetzung anzureihen 
und die Geschichte der Determinantenlehre — wenn auch freilich nur in 
ganz groben Umrissen — bis auf die neueste Zeit fortzuführen. 

Wissenschaftliche Neuerungen fanden in den ersten Jahrzehnten un- 
seres Säculums durchaus noch nicht die rasche Vjerbreitung, welche unsere 
mit Zeitschriften und Bepertorien fast überreich gesegnete Epoche als 



1 
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natnrgemäss betrachtet. So ging es denn auch mit den Determinanten 
durchaus nicht so rasch vorwärts, als man auf die geniale Arbeit Cauchy^s 
hin hätte erwarten dürfen. Männer wie P lücker und Mob ins behalfen 
si(5h, so nahe ihnen auch bei der Tendenz ihrer Arbeiten der Eecurs auf 
jene liegen mochte , noch ohne dieses Hülfsmittel; das treffliche ganz in 
Lagrange* scher Manier gearbeitete Memoire Feuerbach's über Te- 
traödrometrie ^^), das eigentlich nur ein Exercitium in der Determinanten- 
lehre darstellt, verhält sich den Mechanismen dieser, Theorie gegenüber 
durchaus ablehnend, und der daraus entspringende Nachtheil wird nur 
durchs die vollendete analytische Geschicklichkeit des Autors paralysirt. 
Wohl aber hat ein anderer deutscher Mathematiker, dessen sämmtliche 
Leistungen ein originelles und den Modeproblemen abgewandtes Gepräge 
tragen*), Michael Beiss, nur kürze Zeit nach Cauchy-Binet diese 
Theorie selbstständig aufgenommen und entschieden gefördert. 

Beiss legt eine sogar weit allgemeinere Definition zu Grunde, wenn 
er auch freilich de facto hauptsächlich die wirklichen Determinanten be- 
rücksichtigt. Hat man iiiämlich r Gruppen von je n Elementen 

a a a . . . a^; b b b . . . b^ . . . r r r^ . . . r^, 

so kann man ^^^) aus beliebigen derselben eine Function « bilden und 
nun „une certaine quantitö de fonctions semblables** herstellen, indem man 
entweder die symbolischen „Exponenten" oder aber deren Basen oder end- 
lich beide zusammen ändert. An sich ist der Charakter dieser Funktionen 
ein ganz willkürlicher j ein praktisches Interesse gewinnt die Sache erst, 
wenn man n = r setzt und als Funktionen eben diejenigen wählt, welche 
wir eben mit Cauchy Determinanten nennen. Die Bezeichnung ist noch 
unvollkommen; es ist*^^) 

(a b c, ry^) = a^b^c^ — a^bV — a^b^c^ + a^b^c^ — a^b^c^ + a^b^c^ 

Der zweite Absatz stellt in einer für uns etwas fremdartigen Formu- 
lirung die Zeichenregel fest ^^^)^ im dritten folgen vier „th^or^mes fonda- 
mentaux", deren erstes die Zerlegung in Unterdeterminanten ausspricht, 
das zweite vermittelst der symbolischen Form 

(a b c . . . r, a /? j^ . . . ^) = (a b c . . . r, a /?. y . . . $) 

die Aequivalenz der ersten und zweiten Indices (in unserem Sinne) dar- 
thut. Der Beweis wird durch Induction geführt. Im dritten Satze wird 
eine der Laplace'schen entsprechende Zerlegung in zweigliedrige Produkte 
von Unterdeterminanten gelehrt und daraus ein Corollar hergeleitet, wel- 
chem wir freilich einen ganz anderen Platz anzuweisen gewohnt sind, das 
nämlich, dass ein^ mit zwei gleichen Reihen behaftete Determinante iden- 
tisch verschwindet, in Zeichen: 

(a b c . . . m . . . m . . • r, aßy , , . q) zz: 0. 

Der Beweis ist interessant; man soll einfach in jener obigen Zer- 
legung als ersten Faktor stets eine aus den gleichen Beihen gebildete 



*) Beiss war, wo mcht der einzige, so doch entschieden der weitans bedeu- 
tendste Combinatoriker unter den neueren deutschen Mathematikern. Besonders be- 
rühmt sind seine Üntersnchnngen über Spiel- Wahischeinlichkeit. 
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aweireihige Deta^minani« ansetien, deren Nnllwerden unmittelbar ein- 
leuchtet. 

Gewiss wird man dieser Art, die Saohe zu beti'achten, die Berecht^ung 
nicht versagen kCnnen, mag sie ans anch als ein Stne^ov nqöteQOy er- 
scheinen. 

Die nmimebr folgenden Untersncbnngen beschreiten ein durchaus 
neues Gebiet, insofern« sie die Keime zu einem Itechnen mit unvollstän- 
digen Determinanten in sich bergen. Ansehend von der Identität ^'^^} 



stellt der Autor fest, wie viele und welche aus einer solchen Uatri^ her- 
aoE^nommene Determinantenprodukte die algebraische Summe Null er- 
geben. Ein solches Beispiel ^°*) sei in de» Originales eigenartiger Termi- 
nologie hier reproducirt: „Soient les ^helles (inoilö* (i oq^.)' 
on trouTBra 

= (ab,ä^) (ab,y5) — (ab.äj') (ab,^) + (ab,ö5) (ab.ft^)." 
Bei uns würde diese Wahrheit so zu &s8en sein: Der Matrix 

IJ ai »8 »s a* II 
lUi b, bs b^ll 
läset sich die Identität 

la, ajl |a3 aJ _ [% a3| laj a^\ , |ai »jj |a2 ajl _ „ 
|b, U\ ' |b3 b,\ |b, bjl • |ba bj + |b, bj ■ |bj bsi - ** 
entnehmen. 

Am Schlosse seines Artikels spricht sich Beiss dahin aus, daas seine 
Entwickelungen nicht durchaus nen^ sondern zum Theile bereits in La- 
grang e ' s tetraGdrometriach en Untersuchungen enthalten seien, Ton 
Cauchy seheint .er demnach nichts zu wissen, und Überhaupt dürfte seine 
ganze Behandlungsweise , welche den fertigen Begriff an die Spitze stellt 
ond Tom Eliminationeproblem durchaus absieht, hinlänglich die Unab- 
hängigkeit des Verfassers von jedwedem Vorbilde docnmentiren. Ob die 
Absicht, diesem ersten Essai bald einen zweiten nachfolgen zu lassen, 
realisirt worden, ist uns unbekannt ; ein gerade zehn Jahre später er- 
schienener Artikel über Coordinatenverwandelnng "^) ist ohne alle Be- 
ziehung zu dem frübei-en gehalten, ao nützlich sich dessen Symbolik gerade 
in diesem concreten Falle ohne Zweifel erwiesen hatte. Jedenfalls aber 
kann man eine erst 1867 erschienene Schrift des Verfassers ***) als Fort- 
bildung jener mdimetatären Ideen gelten lassen, welche zu dem Feinsten 
aber auch Schwierigsten gehSrt, was über die Theorie der Determinanten 
(besonders der adjungirten) jemals geschrieben worden ist *). 



*) In dem nfimlicben Bande der Qnete^lefsoheo' Zeitichrift, welehe I 
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Bei SS* Stellung bringt es mit sich, dass wir ihn nicht auf die grosse 
Heerstrasse, auf welcher die Wissenschaft fortschritt, sondern auf einen 
Seitenpfad versetzen mussten. Oanz ählilich verhält es sich mit einem 
anderen deutschen Mathematiker, welcher zu einer Zeit, wo sich J a c o b i's 
Gestirn bereits erhoben hatte, die Lehre von den Determinanten in einer 
den üblichen Anschauungen noch weit fremdartigeren Weise, als es bei 
B^ei^s der Fall gewesen, zu einem geschlossenen Ganzen ausbildete. Dieser 
Mann ist Hermann Grassmann. 

unter dem verschiedenen neuen Stoff, mit welchem dieser tiefsinnige 
♦ Gelehrte dfe Wissenschaft bereicherte, nimmt die Pormulirung der ver- 
schiedenen Multiplikations-Gattungen eine besonders hervorragende Stellung 
ein. Bei der sogenannten ^ äusseren^ Multiplikation werden aus zwei Ge- 
bilden ei und 02 der nullten Stufe (Punktgrössen) neue Gebilde durch die 
Gleichungen 

a = a^Qf + a2e2, b = ftei + /Jge^ 

hergeleitet. Das äussere Produkt ab dieser zwei Gi:össen des ersten Gra- 
des hat dann den Werth afß2 i'^i^) + ^2/^1 (©261) ^^®) ^nd nimmt ver- 
schiedene Werthe an, je nachdem a und b vielfache Punkte oder Strecken 
bedeuten. • 

Den hierauf basirenden Auflösungsmodus eines Sjstemes 



»11,1^1 + . . . + a^j^x^ = «^ 

führen wir hier nach Seh legel's vereinfachender Darstellung 1^9^ vor. 
Diese Gleichungen werden succesiye mit ej, 02 . . . Cn multiplicirt und 
ergeben dann durch Addition, wenn Sai^p ei = Qp, Seri ei rr b gesetzt 
wird, 

aiXj + 02X2 + . . . + anXn = 6. 

Diese Gleichung wird nun mit (aia2 . . . Up^i Qp+i . . . Qn-i ttn ) *) 
multiplicirt ; dann bleibt linkr lediglich xp stehen, und man erhält 

(büt . . /ttp-i ap+i . . • an) 

Xp = -7 r— • 

(a^ . . . ttp— 1 Qp Qp-f-i • . . Un ) 



ersten Aufsatz brachte, befindet sich eine kleine Note von Meyer io7)^ welche, an 
sieh von keiner grossen Bedeutung, desshalb einiges Interesse bietet, weil sie die 
in §. 9 erläuterte erste Methode Hindenburg's — ohne natürlich von dieser 
selbst Eenntniss zu haben — auf den Fall der Elimination aus zwei algebraischen 
Gleichungen ^x ^ ^> V^x ^^ ^ auszudehnen sucht. 

*) Um diese Darstellungsart zu übersehen, diene zur Nachricht, dass die Aus- 
dehnungslehre, wenn n Grössen Xi . . . x,^ aus n Einheiten Ci . . . e,^ durch das 

lineare System Xi = äi,i ej '+ . . . H- ai,n en 



Xn = an,i ei + . . . + ftotn Cn 
hergeleitet erscheinen, das äussere Produkt der x(X]X2 . . . Xn) von vornherein mit 
der Determinante -^ jt ^1^ • * * ^n identifieirt ^^% 
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Wie sich bei Zugrundelegung dieser Anschauungsweise der Multipli- 
kationssatz der Determinanten ausnimmt, kann bei Hankel ^^^) nachge- 
sehen werden. — 

Als Grassmann die Arena betrat, war bereits Jacobi's funda- 
mentale Abhandlung von den Determinanten erschienen. In rascher Folge 
erschienen mehrere andere Arbeiten , welfehe die Anregungen der ersteren 
auszuführen, die Lehren derselben zu vertiefen bestimmt waren. Auf die- 
selben in dieser historischen Einleitung näher einzugehen , würden wir für 
verfehlt halten , da wir ja — besonders im nächstfolgenden und im sie- 
benten Kapitel — geradezu unaufhörlich an dieselben werden erinnert 
werden. Zu gleicher Zeit fast begann Hesse der geometrischen Seite der 
Determinantentheorie seine Aufmerksamkeit zuzuwenden und besonders die 
Erümmungsprobleme als unmittelbarste Emanation jener in ihr wahres 
Licht zu stellen. 

Auch Hesse's Thätigkeit kann noch kaum als der Geschichte ange- 
hörig bezeichnet werden; wir verweisen auf Nöther's '^^^ Nekrolog und 
bemerken nur im Allgemeinen, dass des grossen Geometers Meisterschaft 
in der Durchdringung und Durchgeistigung des algebraischen Formalismus 
lag. Die Indexbezeichnung hat erst unter seinen Händen die Kraft ent- 
wickelt, welche ihr innewohnt; wäre doch ohne sie jene in neuerer Zeit 
so beliebt gewordene Uebertragung geomej-rischer Sätze auf sogenannte 
höhere Mannigfaltigkeiten eine einfache Unmöglichkeit. 

Mit Hesse schliesse unsere Uebersicht. Nur bezüglich der didakti- 
sche Seite möge noch bemerkt werden, dass der erste Versuch, Cauchy's 
Erfindungen dem grösseren Publikum mundgerecht zu machen, von Gru- 
nert^^^) ausgegangen ist. Später bildete Jacobi's oben genannte Ab- 
handlung für lange Zeit die einzige Quelle des Lernbegierigen, bis dann 
endlich 1843 in England, 1854 in Italien, 1857 in Deutschland eigentlich 
systematische Bearbeitungen der neuen Disciplin an's Licht zu treten be- 
gannen. Eine möglichst sorgfältige üeberschau über, die in neuester Zeit 
grossartig angeschwollene Determinanten -Literatur ist diesem Buche als 
Anhang beigegeben worden. — 

Was die Geschichte unseres Gegenstandes anlangt, so ist hervorzu- 
heben, dass Ter quem ^^^) die Urgeschichte der Determinanten in einem 
anregend geschriebenen Artikel behandelt hat. Wer sich aber einen kur- 
zen und doch ausreichenden Ueberblick über die Hauptmomente dieses 
hochwichtigen Stückes mathematischer Entwickelungsgeschichte verschaffen 
will, der greife zu einem vor Kurzem erschienenen Schriftchen von Stud- 

nicka^^^), das jedoch mit der vielfach von uns zu Eathe gezogenen um- 
fassenden Monographie desselben Autors nicht verwechselt werden darf. 

1) Praetorias, Problema, quod jabet ex quatnor llneis rectis datis quadri- 
latenun fieri, quod ait in circnlo, aliqnot modis ezplicatum, Norimbergae 1598. — 
2) Albert Girard, Tables des Sinus, Tangentes et Secantes, A la Haye 1626. 
Kap, 9. — 3) Kammer in: Gahrauer, Joachim Jungius und sein Zeitalter, 
Leipzig 1850, S. 297. — 4)Dühring, Kritische Geschichte der allgemeinen Prin- 
cipien der Mechanik, Berlin 1872. S. 216. — 5) Grassmann, Geometrische Analyse, 
geknüpft an die von Leibnitz erfundene geometrische Charakteristik, Leipzig 
1847. — 6) Leibnitz's Werke, ed. Gerhardt, 2. Band, Halle 1864. S. 229. — 
7) Ibid S. 234. — 8) Ibid. S. 239. — 9) Ibid. S. 240. — 10) Ibid. S. 241. — 

11) Ibid. S. 245. — 12) Ibid. S. 261.— 13) StudniJka, Angustin Cauchy als 
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formaler Be^nder der DeterminaDtentheorie, Frag 1876. 8.12.— 14) G.W. Leib- 
nitii BespoDsio ad D. N. Fatii Daillerii Imputationes, Acta Erud. Lips. 1700. 
S. 201 ff. — 15) Boss nt, Versuch einer allgemeinen Geschichte der Mathematik, 
deutsch y. Reimer, 2. Band, Hamburg 1804. S. 273. — 16) Baltzer, Theorie 
und Anwendung der Determinanten, Leipzig 1875. S. lY. — 17) Gramer, Intro- 
duction ä Tanalyse des lignes courbes alg^briques, A Geneve 1750. -- 18)0 lebseh, 
Zum Gedächtniss an Julius Plücker, Göttingen 1872. S. 17. — 19} Günther, 
Vermischte Unterauchungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften, 
Leipzig 1876. S. 136 ff.— 20) Gramer, S. 59.— 21) Ibid. S. 653 ff. — 22) Ibid. 
S. 658. — 23) Eule r, Specimen Algorithmi singularis, Novi Gomment. Acad. Pe- 
trop. Tom. IX. S. 53. — 24) Ibid. S. 57. — 25) Günther, Darstellung der Nähe- 
rungswerthe von Eettenbrttchen in independenter Form, Erlangen 1873. S. 57. — 
26) Euler, 9e usu novi Algorithmi in problemate Pelliano solvendo, Not! Comm. 
Tom. XI. S. 28. ff. — 27) Ibid. ß. 46 ff. — 28) Gauss, Disquisitiones arithme- 
ticae, Lipsiae 1801. S. 17. — 29) Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen über Zahlen- 
theorie, ed. Dedekind. Braunschweig 1863. S. 49. — 30) Hindenburg, Höchst- 
wichtiger Einfluss der Gombinationslehre auf die Analysis; Sammlung combinato- 
risch-analytischer Abhandlungen, 1. Theil,. Leipzig 1796. S. 276. — 31)^Euler, 
Demonstration sur le nombre de points^ oti deux lignes des ordres quelconques peu- 
vent se couper, Mem. de Tacad. de Berlin 1748. S. 284 ff. — 32) Id. Nouvelle Me- 
thode d'äliminer les quantites inconnues des äquations, Ibid. 1764. S. 91 ff. -^ 
33) Bezout, Eecherches sur le degr^ des äquations r^sultantes de r^Vanouissement 
des inconnues, et sur les moyens qu^il convient d'emplqyer pour trouver ces ^ua- 
tions, Mem. de Tacad. royale de Paris 1764. S.292. — 34) Ibid. S. 292. — 35) Ibid. 
S. 294. — 36) Ibid. S. 317 ff. — 37) Hankel, Zarncke's literarisches Central- 
blatt, Jahrg. 1868. S. 85. — 38) Nägelsbach, Studien zu Fürstenau's neuer 
Methode der Darstellung und Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen 
durch Determinante]! der GoäMcienten, Archiv d. Math. u. Phys. 59. Theil. S. 148. — 
39) Vandermonde, Memoire sur T^limination, Möm. de Tacad. de Paris 1772, 
n. partie. S. 516 ff. - 40) Ibid. S. 517. - 41) Ibid. S. 525. — 42) Ibid. S. 532. — 

43) Ibid. S. 299. — 44) Studnieka, S. 19. — 45) Vandermonde, Remarques 
sur les problemes de Situation, Mem. de Tacad. de Paris 1771. S., 573. — 46) La- 
place, Becherches sur le calcul integral et sur le Systeme du monde, Ibid. 1772, 
IL partie. S. 294. — 47) Ibid. S. 296. — 48) Ibid. S.298. — 49) Vandermonde 

(Sur raimination), S. 525. — 50) Studnieka, S. 16. — 51) Laplace, S. 304.— 
'52) Jacobi, De ^ormatione et proprietatibus determinantium, Journal f. d. reine u. 
angew. Math. 26. Band. S. 290. — 53) Lagrange, Solutions analytiques de quel- 
ques problemes sur les pyramides triangplaires, Nouv. m^m. de Tacad. de Berlin 

1773. S. 15L — 54) Ibid. S, 158.— 55) Studnieka, S.19ff.— 56) Lagrange, 
Nouvelle Solution du probltoe du mouvement de rotation d'un corpsde figure quel- 
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Berlin 1773. S. 85. — 57) Id. Sur l'attraction des Spheroides älliptiques. Ibid. 

S. 121 ff. — 58) Studnieka, S. 22. — , 59) Moth, Die Lagrange*schen Bela- 
tionen und ihre Anwendungen zu einer neuen Entwickelung aller Gleichungen der 
sphärischen Trigonometrie, Prag 1829. — 60) Lagrange, Becherches d'arithm^ 
tique, Nouv. mto. de Tacad. de Berlin 177?. S. 285. — 61) Hindenburg, Vor- 
rede zu: Büdigeri Specimen analytieum de lineis curvis secundi ordinis, Lipsiae 
1^84. — 62) Ibid. S. XV.'— 63) Bezout, Theorie g^nörale des ifiquations Algö- 
briques, Paris 1783. — 64) Hindenburg, S. XVU. — 65) Ibid. S. XIX. — 
66) Ibid. S. XXVn. — 67) Ibid. S. XXXVHI. ff. — 68) Ibid. S. XLL ff. — 
69) Ibid. S. XLV. — 70) Bot he, Ueber Permutationen, in Beziehung auf die Stellen 
der Elemente. Anwendung der daraus abgeleiteten Sätze auf das Eliminations- 
problem ; Sammlung combin. - anal. Abhang. 2. Theil, Leipzig 18^0. S. 263 ff. — 
71) Ibid. S. 266. — 72) Ibid. S. 273 ff. — 73) Ibid. S. 278 ff. - 74) Ibid. S.281. 
— 75) Ibid. S. 282 ff. — 76) Ibid. S. 285. — 77) Ibid. S. 289. — 78) Hau b er, 
Auflösung des Elevationsproblems fnr Gleichungen, ibid. S. 246. — 79) Id. Auf- 
lösung einer andenii die Wegschaffung der Irrationalitäten ans Gleichungen, be- 
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Kapitel IL 

Allgemeine Eigenschaften der Determinanten. 

§. 1. Definition. Eb sei eine Reihe von Elementen gegeben, deren 
Kelbenfolge in einer bestimmten WeiBe feetgesetzt ist, so dasa von niedri- 
geren und höheren Elementen in jener ersten Betbenfolge gesprochen wei^ 
den kann. Hat man es mit Zahlen za ihnn, so gilt als massgebend das 
dekadische System, handelt es sich um Buchstaben, die alpbabeÜBcbe An- 
ordnung. Aus jener ersten Verbindung oder Compleiion der Elemente 
werde auf irgend eine Art eine zweite gebildet ; alsdann definiren wir, 
indem wir ein Fortachreitnngsgesetz von links nach rechts stipuliren: 

Steht in der abgeleiteten Complexion ein höheres Ele- 
ment links von einem niedrigeren, so sagt man, beide Ele- 
mente bilden eine Inversion (Dörangement). 

Man erkennt sofort, dass nnr bei einer einzigen Anordnung der Ele- 
mente gar keine Inversion vorhanden ist; wir wollen jene Complexion die 
normale nennen. 

Bei fünf Elementen sind z. B. bezüglich 

12315, hikim 
die einzigen normalen Compleiionen. 

Zahlt man sBmmtliche in einer vorgelegten Complexion auftretende 
Inversionen ab, so erhält man entweder eine gerade oder eine ungerade 
Anzahl; hiernach nnterscheidet man paare and unpaare Complexionen. 
So ist also die normale Complexion eine paare, weil sie Inversionen auf- 
weist. Die Complexion 5 3 9 8 12 hat 10 Inversionen, nämlich 53, 51, 
52, 31, 32, 98, 91, 92, 81, 82, ist also paar, wogegen die Complexion 
b e a g m c, in welcher die 5 Inversiooen ba, ea, ec, gc, mc vorkommeD, 
als unpaar zu bezeichnen ist. 

Hat man nnn ein System von n' dnrch doppelte Indices charakteri- 
sirten Elementen 

ai.i ai,a ai,s . . • ai^ 
ay aa^ aa^ . . . at,D 



an,! aii,S 811,3 ■ ■ ■ an,», 
nnd bildet ans denselben sSmmtlicbe irgend zulässige Produkte zu n Fak- 
toren, ohne dass in einem solchen Produkte mehr als Ein einer bestimmten 
Horizontal- oder Vertikalreihe angehöriges Element vorkäme, versieht man 
femer nach einer sofort näher anzugebenden Eegel diese Produkte zum 
Theil mit dem positiven, zum Theil mit dem negativen Vorzeichen und 
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vereinigt sämmtliche so erhaltene Ausdrücke zu einer algebraischen Summe, 
so ist diesö letztere die Determinante des obigen Systemes von n* Ele- 
menten, um das Vorzeichen eines einzelnen Gliedes zu erhalten, ordne 
man dessen Faktoren so, dass die ersten Indices in der Ordnung der na- 
türlichen Zahlen auf einander fblgen, und untersuche dann, wie viele In- 
versionen die Reihe der zweiten Indices darbietet. Ist deren Anzahl ge- 
rade, resp. Null, so ist das Zeichen positiv zu nehmen, in^ entgegenge- 
setzten Falle negativ. 

Eine Determinante von,n^ Elementen hat den Grad (französisch 
Tordre) n; aus einem unmittelbar einleuchtenden Grunde wird sie aber 
auch häufig als n reih ig bezeichnet. 

Bezüglich der älteren Bezeichnungen einer Determinante ist das erste 
Kapitel nachzusehen. Handelt es sich blos um Charakterisirung des be- 
treffenden Ausdruckes, so schreibt man auch in neuester Zeit die Deter- 
minante vielfach in der Form 

. /l 2 . . . n\ _ -. . 

\i J . • . n/ 

will man aber mit Determinanten operiren, so hält man sich an die von 
Cauchy (Kap. I. §. 11) eingeführte und von Hesse wiederaufgenommene 
Schreibweise 



ai.i 


ai,2 


ai.3 ' 


» • • ai,n 


a2.i 


a2»2 


a2^ . 


> • • a2,n 


a3,i 


a3,2 


a3^ ' 


> . • ad^ 


an^l 


an,2 


an,3 . 


> • • an^n 



Die beiden Elementreihen 

ai,i a2,2 »3,3 • • • an— 1, n— 1 an,n, 
ai,n a2, n— 1 a3, n— 2 . . . an— 1, 2 - an, 1 

mögen als erste und zweite Diagonalreihe aufgeführt werden*); 
ein aus den Elementen der ersteren gebildetes Produkt, dessen zweite 
Indices sonach die Normalcomplexion repräsentiren , heisst Anfangs- 
glied der Determinante. Alle Elemente, welche in ihrem ersten Index 
übereinstimmen, gehören derselben Horizontalreihe oder Zeile, alle 
diejenigen, welche den nämlichen zweiten Index besitzen, gehören derselben 
Vertikalreihe oder Colonne an. 

Als^ Beispiele für die wirliche Ausrechnung von Determinanten mögen 
folgende dienen: 



ai,i ai,2 
a2,i a2,2 
Die Determinante vierten Grades 



"^^ ai,i a2,2 — ai,2 a2,i. 



*) Die hier gegebene Unterscheidung der beiden Diagonalen rührt von dem 
französischen Mathematiker Sauveur her i), welcher sich bei seinen Untersuchun- 
gen über die sogenannten magischen Quadrate erstmalig dieser Terminologie be- 
diente. Bezüglich der anderen Kunstwörter siehe die Nachweisungen des ersten 
Kapitels. 
&nnther, PetermlDantentbeorie. 2. Atifl. 3 
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ai.i 


ai,2 


ai3 


ai,4 


a2,i 


a2^ 


a2^ 


a2»4 


ad,i 


a3.2 


as^ 


aM 


a4,i 


a4,2 


a4^ 


a4,4 



ergiebt, zunächst noch ohne Vorzeichen, nachstehende Glieder: 

ai,i a2,2 as^ a4,4) aia a2,2 a3.4 a4^, ai.i a23 a3,2 a4,4) ai.i a23 a3,4 a4,2, ^ 
ai,i a2,4 a3,2 a43, ai,i ,a2,4 aa^ a4,2, ai,2 a2,i as^ a4,4, ai,2 a2,i a8,4 a4^, 
ai,2 a2,3 a3A a4,4, ai,2 a2,8 a3,4 a44) ai,2 a2,4 as^i a4,3, ai,2 a2,4 as^s a4,i) 
ai^ a24 a3,2 a4.4) ai^ a2,i a3,4 a4,2> ai^ a2»2 aaj a44) ai^a a2,2 a3,4 a44» 
ai3 a2,4 a3,i a4^, ai^ a2,4 a3,2 ^A»h ai,4 a2,i ad,2 ^^t ai,4 a2»i as^ a4,2, 
ai,4 a2,2 a34 a4,3) ai,4 a2,2 as^ 84,1, ai,4 a23 a3,i a4,2, ai,4 a2^ as,2 a4,i. 
Sämmtliche Compl^xionen sind hier bereits in den ersten Indices 
normal, so dass man nur an den zweiten die Abzahlung noch vorzunehmen 
braucht. So erhalten wir, indem wir die Anzahl der Inversionen mit 
einer Ziffer bezeichnen, für die einzelnen Complexionen folgende Werthe: 
1—0, 2—1, 3—1, 4—2, 5—2, 6—3, 7—1, 8—2, 9—2, 10—3, 11—3, 
12-4, 13—2, 14—3, 15—3, 16—4, 17—4, 18—5, 19—3, 20—4, 21—4, 

22—5, 23—5, 24—6. 
Es erhalten demnach von den oben hingeschriebenen Gliedern das 
1., 4., 5., 8., 9.*, 12., 13., 16., 17., 20., 21., 24. das positive, hingegen 
das 2., 3., 6., 7., 10., 11., 14., 15., 18., 19., 22., 23. das negative Zeichen. 
Sind die in der Determinante vorkommenden Elemente nicht durch 
doppelte Indices unterschieden, sondern durch Buchstaben und angehängte 
Indices, so hat man in jedem Einzelprodukte die Faktoren alphabetisch zu 
ordnen und hiernächst auf die Indices die nämliche Regel anzuwenden. So 
ergiebt die Determinante 

ai a2 a3 
bi b2 b3 
Ci Ca C3 
folgende Glieder : aib2C3, aib3C2> a2biC3, a^bdCj, a3biC2, a3b2Ci. Nehmen wir 
hier an den Indices die erforderliche Abzahlung vor, so hat 1 v2 3 — 0, 
132—1, 213 — 1, 231—2, 312 — 2 und 321 — 3 In- 
versionen; unsere Determinante ist also gleich dem Aggregate ^ 
aib2fC3 — aib3C2 — a2biC3 -f- a2b3Ci + a3biC2 — a3b2Ci. 
Wie viel Entwickelungsglieder eine ausgerechnete Determinante be- 
sitzt, bestimmt sich leicht folgendermassen. Bleibt die Beihenfolge der 
ersten Indices die gleiche, so kann man soviele Glieder dui*ch Umsetzung 
der zweiten Indices herstellen, als der Numerus Permutationum von 
n durchaus verschiedenen Elementen angiebt. Diese Zahl ist aber be- 
kanntlich nl=r 1.2.3...(n — l)n, und so gross ist auch die 
Gliederzahl einer n reihigen Determinante. 

Durch genauere Betrachtung der bisher durchgeführten Beispiele über- 
zeugt man sich induktorisch, dass je — Gliedern ein bestimmtes Vorzeichen 
zukommt *) ; indess kann man den Beweis hiefÜr auch allgemeiner führen. 



*) Dieses interessanten Faktums, welches doch keineswegs direkt aus der ge- 






^jynr^^ .!>.>• 
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Es sei die Thatsache erhärtet fllr ein beliebiges n; die Entwickelungsglie- 
der seien angeschrieben. Setzt man jedem an letzter Stelle die Zahl (n + 1) 
bei, so kann keine Inversion eintreten; setzt man die Zahl (n + 1) zwi- 
schen die letzte und vorletzte Stelle, so tritt für jede Einzelcomplexion der 
ersten Serie eine neue Inversion hinzu, ein Gleiches .gilt für die so eben 
gebildete Serie, wenn (ji +1) noch um einen Platz weiter nach links 
geschoben wird, u. s. f. Die Anzahl der »in einer Serie vereinigten Glieder 
ist gerade, nämlich gleich n!, paare und unpaare Complexionen kommen 
in gleicher Anzahl in jeder derselben vor, und so giebt es denn im Ganzen 

— (n + 1) = ^= — — paare und unpaare 

Complexionen. Nun gilt der Satz für n = 2, also auch für n = 3, 4 . . ., 
Beispiel. Nachstehend sind für (n + 1 =: 4) Elemente die 4 Se- 
rien von je nl = 6 Elementen wirklich gebildet; die links neben jeder 
Gomplexion stehende Zahl giebt die Anzahl dei- Inversionen an. 



0. 
1, 
1. 
2. 
2. 
3. 



1234 
1324 
2134 
2314 
3124 
3214 



1. 
2. 
2. 
3. 
3. 
4. 



1243 
1342 
2143 
2341 
3142 
3241 



2. 
3. 
3. 

4. 
4. 
5, 



1423 
1432 
2413 
2431 
3412 
3.4 2 1 



3. 
4. 
4. 
5. 
5. 
6. 



4123 
4132 
4213 
4231 
4312 
4321 



12 Gliedern kommt sonach das +,12 Gliedern das — Zeichen zu. ^ 

Auf diese letzteren Betrachtungen werden wir in §. 12 nochmals von 
einer ganz anderen Seite her geführt werden.. 

§. 2. Wir haben im Vorigen vorausgesetzt, dass die ersten Indices 
stets eine dem Zahlensystem entsprechend geordnete Reihe bildeten, wäh- 
rend die zweiten permutirt wurden; wir können jedoch mit Baltzer*). 
auch sagen: v 

Die Glieder einer Determinante können aus dem An- 
fangsgliede auch dadurch abgeleitet werden, dass man die 
ersten Indices permutirt, während die zweiten ihre (nor- 
male) Anordnung beibehalten. 

Den Beweis dieses Fundamentalsatzes können wir nach Becker^) in 
dieser Weise führen: Es ist blo§ zu zeigen, dass die Zahl der Inversionen 
in der nunmehr von den ersten Indices gebildeten Gomplexion ebenso gross 
ist, wie bei der ersten Anordnung diejenige in der Gomplexion der zweiten 
Indices, und hiezu genügt wiederum der Nachweis, dass diese beiden Gom- 
plexionen entweder beide paare oder beide unpaare Permutationen der 
normalen Gomplexion 1 2 3 ... n sind. Werden nun zwei Faktoren von 
ai^ a2jEa . . . an,k^^ vertauscht, so vertauscht man hiedurch zwei zweite 

und zwei erste Indices; ist zuletzt die Beihe kik2 . . • kn der zweiten In- 
dices in 1 2 ... n übergegangen, so hat sich die Reihe der ersten In- 



wöhnlichen und auch von uns adoptixten Deünition der Determinante hervorgeht, 
gedenken die allerwenigsten Darstellungen; ein eigentlicher Beweis fiir dasselbe 
dürfte nur bei Baltzer^) wenigstens angedeutet sein. Diekmann zieht den 
Satz mit in die Begriffsbestimmung hinein 3), was von Seite der systematischen An- 
ordnung kaum gebilligt werden kann, iadem dadurch die Frage nach der möglichen 
Anzahl paarer und unpaarer Gomplexionen präjudicirt wird. 

3* 
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dices in eine ganz neue Complexion umgesetzt, welche aber natürlich der 
nämlichen Kategorie angehört. Da nun durch blosse Faktoren vertauschung 
aus einem Gliede der durch Permutation der zweiten Indices erhaltenen 
Determinante das ihm gleiche in jener Determinante geworden ist, welche 
man durch Permutation der ersten Indices gewann, so ist ftir je zwei 
solche Glieder die Gleichheit der Zeichen, damit aber auch die Identität 
der beiden Determinanten- Entwickelungen dargethan. 
Hieraus folgt demnach der Satz: 

Der Werth einer Determinante bleibt ungeändert, wenn 
man alle Colonnen zu entsprechenden Zeilen macht, und 
umgekehrt; es ist 



ai,i . . .. ai^ 



an,i 



an,n 



ai.i . . . an,! 



ai,n 



an^ 



§. 3. Hülfssatz. Vertauscht man in einer (Buchstaben 
oder Zahlen enthaltenden) Complexion zwei Elemente mit 
einander, so ändert sich die Anzahl der Inversionen um eine 
ungerade Zahl. 

Gesetzt, wir hätten die Complexion 

abPmnpQrst..., 
und vertauschten in derselben P mit Q. Für die Gruppen ab und rst 
wird offenbar durch diese Vertauschung die Anzahl der ' vorhandenen In- 
versionen nicht geändert; wohl aber für die zwischenliegende. Gruppe mnp. 
Hat nun diese Gruppe q Glieder, von denen a <i ? '*^) und /? > Q sind, 
und ist auch P < Q, so hat die Theilcomplexion PmnpQ ia + ß) Inver- 
sionen. Da ferner a Glieder < P, ß > Q, so sind (q — a) > P und 

(q - ft < Q. 

Somit hat unser Ausdruck . . . QmnpP . . . 

q — a + q — /? + l = 2q — (« + /?)+ 1 

Inversionen, indem ja Q mit P selbst eine solche bildet. Bezeichnen / und 
d bezüglich die Anzahl der Inversionen innerhalb der Gruppen 

' ^ ... ab und rst . . ., 

so sind jetzt im Ganzen (y + <J — (a + /?) + 2q + 1) vorhanden ; 
vorher gab es (y + d -+■ cc + jf?) , so dass durch die angegebene Opera- 
tion die Anzahl der Inversionen sich um 

2q — 2 (a -+-/?) + 1, 
also in der That um eine ungerade Zahl, verändert hat. 

Vertauscht man z, B. in der Complexion 3512 8 647 den Term 
5 mit 8, so erhält man 3812564 7. Die ursprüngliche Complexion 
weist 9, die abgeleitete 10 Inversionen auf, die Differenz ist 1. 

Aehnlich dem hier vorgetragenen ist der von Mollweide ®) für 



*) Diese Schreibweise ist, wie man sieht, übertragen. Das Symbol r ;> 5 

bedeutet nnr, dass in der Normalcomplexion r seinen Platz rechts von 5 hat, und 
gleicbermassen wird 5 <^ r zu setzen sein. Hat man es mit Zahlwerthen zu thnn, 

so drückt die symbolische Sehreibweise natürlich anch das faktisch bestehende 
Grössenverhältniss ans. Gleiche Elemente können selbstverständlich niemals auf- 
treten. 
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dieses ursprünglich von Cr am er (Kap. I. §. 3) herrührende Theorem ge- 
gebene Beweis. 

§. 4. Halten wir den Begriff paarer und unpaarer Complexionen fest, 
wie er in §. 1 definirt ward , so können wir im Anschlusß an das vor- 
stehend bewiesene Lemma behaupten: 

Je nachdem eine Complexion ans der normalen durch 
eine gerade oder ungerade Anzahl von Indexvertauschungen 
hervorgegangen ist, ist sie paar oder unpaar. 

Hievon machen wir sofort eine folgenreiche Anwendung. Wir ver- 
tauschen im Anfangsgliede einer Determinante A von irgend zwei darin 
vorkommenden Elementen die ersten Indices, während wir die zweiten un- 
geändert lassen, so dass etwa ai4 a2,2 . . . ap,p . . . ag^s • • • an^n in die 
neue Form ai4 a2,2 . . . ag,p . . . ap,8 • • • an,n übergeht, und denken, 
uns dann den zweiten Ausdruck als erste Diagonalreihe einer neuen De- 
terminante A\ deren ei*stes Glied demnach mit dem Minuszeichen versehen 
ist. Alle übrigen Glieder von A kommen nun auch in A^ nur mit dem 
entgegengesetzten Zeichen, vor; denn während sie aus dem Anfangsgliede 
von A bezüglich durch . eine gerade oder ungerade AnzahL von Indexver- 
tauschungen hervorgegangen waren, wurden sie aus dem Anfangsgliede 
von A' resp. durch eine ungerade oder gerade Anzahl von Umsetzungen 
gebildet. Es ist demgemäss A = — A'. 

Die oben angegebene Vertauschung zweier ersten Indices der Diagonal- 
reihe ist aber offenbar identisch mit der Vertauschung zweier Zeilen; hät- 
ten wir statt der ersten Indices die zweiten genommen, so würden an die 
Stelle der Zeilen die Colonnen treten, so dass also ganz allgemein der 
Satz gewonnen ist: 

Werden zwei Zeilen oder Colonnen mit einander ver- 
tauscht, so bleibt der absolute Werth der Determinante 
derselbe, nur das Vorzeichen ändert sich; ist A der ur- 
sprüngliche, A' jener Werth der Determinante, welchen sie 
nach p solchen Parallelverschiebungen angenommen hat, 
so ist A = (— 1)P A'. 



Man hat also 
















ai a2 as a4 
bi b2 bs b4 




dl 


»2 
d2 


»3 a4 
ds d4 




a2 ai a4 
bj bi b4 
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bs 


Ci C2 C3 C4 

d2 d2 d3 d4 


^ 


Cl 

bi 


C2 

bo 


C3 C4 
ba b4 




Cj Cl C4 

d2 dj d4 


C3 

da 



unmittelbar ans diesem Satze ergiebt sich auch der folgende: 

Sind in einer Determinante zwei Zeilen oder Colonnen 
einander bezüglich. gleich, so ist die Determinante identisch 
gleich Null. 

Denn ist diess für die Determinante A der Fall, so ist nach dem 
Vorigen sofort 

A = — A, A = 0. 

So ist z. B. 

= anp — anp — bmp + bmp + cmn — cmn = 0. 



a 


b 


c 


m 


n 


P 


m 


n 


P 



§. 5. Es ist stets 



^ 



. a,,,l 



= (-1) 



Oia/a AcD— 1 • ■ • än^ Sn,! 



Wahrheit za gelangen, uiitergochen wir, wie der Werth 
te durch Guccessive VertaaBchnag zweier' Reihen eich 
rir der KürKe halber die zweite der, oben (§. 1) ange- 
ngsweisen wühlen, erhalten wir 

MA • ■ ■ »nji = {— 1)' -2 i ai,Z ag,! a3,3 04.4 . . . anji 

— 1)* -^ ± ai.a aa^ aM 84,« • ■ - anji • . . 

un, indem wir etwa S ± atj aa^ aa,4 ai.i . . ■ an^ als 
rmung der ursprünglichen Determinante ansehen, ai,i 
len zwei andere Terme, so bekommen wir 
Mpi • ■ ■ anji := { — 1)°~* 2 i ai^ aa^ aa.z ai,i . . . an.n 

- 1)""* 2 + ai,4 tafi aa,a a4,i , , .' anji . ■ . ■ 
. dann offenbar 

-2 + ai.i &i£ &3^ a4^ ". . . anji 
_2+...+2+i . 2 ± ajji a2,n-i aa.ii-i a4,n-3 . . . BtB,u 
t von ( — 1) stellt rfch nns als arithmetische Progression 
ir dieselbe, so folgt 

i . . . an,n = ( — 1) ' — + ai,n az,n— i a3,n-a a4,n— 3 - • . iku- 

ia jetzt nur die Colonnen vertauscht; natürlich kOnnen 
den Zeilen thun und haben dann 

1 . . . an,n ^= ( — 1) * 2 i ao.] au-i,! »n— a,3 an-3,4 . . ■ aiji- 
:hliesslich beide Vertauschungen gleichzeitig vornehmen, 

...an,n=(— 1) ^ 5ian,nan-i,n-ian_a,n-zan-3,n-3... au, 

) unter allen ümstKnden gerade sein muss, 

Si.i ■ - ■ aijil |aii,u ■ . ■ an,i| 

lau,; . . . an.ni lai^ . . . ai,i | 

besonders für die Lehre von den EettenbrOchen von 
It ist. 

n jeder Zeile und Colonne nur je ein Element in eidem 
echneten Determinante vorkommen darf, so tritt für eine 
m Gi-ades das Element si^ offeubar (n — 1) mal als 
isrechnnng auf. Denken wir nns '.also sämmtliche Gle- 
t ai^ in der nämlichen Zeile und Colonne stehen, durch 

verschwinden sftmmtliche Entwickelungsglieder mit Aas- 
me von (n — 1) Summanden, deren jeder ai* zum Faktor 
diesen heraus, so sind die ersten Indices der Übrig ge- 
ionen noch immer in der normalen Anordnung geblieben, 
iweiten Indices alle denkbaren Permutationen s^ttfinden; 
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^hi 


a4>2 


^i^ 


»'4)4 


a4»6 


Hn 


%ie 


a5»3 


Hyi 


Ö-öib 



ai,i 


»1,2 


»1,3 


»1,6 


a2>i 
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»4,1 
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»4,3 


»4,6 


»5»! 


»6,2 


»6>3 


»6,6 



das Aggregat lässt sich somit als Determinante vom (n — l)ten Grade 
schreiben, und .wir haben den Lehrsatz : 

Verschwinden in einer Zeile oder Colonne sämmtliche 
Elemente bis anf eines, so reducirt sich die Determinante 
auf ein Produkt aus jenem ^Element in eine Determinante 
vom nächstniederen Grade. 

Die übrig bleibende Determinante lässt sich, abgesehen vom Vor- 
zeichen, sehr leicht bestimmen, indem man einfach die übrigen (n — 1)^ 
Elemente in Form eines quadratischen Schema's anordnet, um das Vor- 
zeichen zu finden, hat man nur zu untersuchen, welches Vorzeichen das 
Anfangsglied der neuen Determinante, multiplicirt mit jenetn Faktor, bei 
Ausrechnung der ursprünglichen erhalten haben würde. So ist z. B. 

»1,1 »1,2 »1>3 »1,4 »1,6 



= — »3,4 



denn das Glied ai,t a2,2 a3,4 a4,3 a5,5 enthält in der Complexion seiner 
zweiten Indices eine Inversion (i — 8). , Bin bequemeres Mittel zur Vor- 
zeichenbestimmung werden wir sehr bald kennen lernen. 

Als Zusatz zu dem so eben diskutirten Satze möge noch folgender 
angemerkt werden: 

In einer Determinante nten Grades seien für p«n) Dia- 
gonalelemente alle^ auf einer Seite der nämlichen Reihe 
(Zeile oder Colonne) befindlichen Elemente durc^ Nullen 
ersetzt; alsdann reducirt sich die Determinante auf das 
Produkt jener p Diagonalelemente multiplicirt mit einer- 
(n — p)reihigen Determinante. Verschwinden speziell alle 
anf einer Seite einer Diagonalreihe stehenden Elemente, so 
ist die Determinante gleich dem betreffenden Diagonal- 
gliede. Mit dem Vorzeichen ist es wie oben zu halten. 

Beispiele. 

ai,7 

a2>l »2,2 »2,3 »2,4 »2,6 »2»6 »2,7 
a3,5 83,7 

»411 »4,2 »4,3 »4,4 »4,6 ^ 

»ÖJl »6,2 »5,3 »6,4 »6,6 ^ 

»6,1 »6,2 »6,3 »6,4 »6,6 ^ ' 

»7,1 »7,2 »7,3 »7,4 »7,6 ^ 



»4,7 
»5,7 
»6,7 

»7>7 



— "»iy7»2»6Ä3»6 



»4,1 »4,2 »4,3 »4,4 
»6,1 »5,2 »6»3 »6,4 
»6,1 »6,2 »6,3 »6,4 
»7,1 »7»2 »7,3 »7,4 
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Von diesem Umstand kann man Gebrauch machen, wenn es sich darum 
handelt, einer Determinante ohne Aenderung ihres Werthes einen höheren 
Grad zu ertheilen. 

So sind z. B. die um drei Grade verschiedenön Determinanten 
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einander gleich, and zwar sind dabei die Grössen a, ß, y natürlich ganz 
willkürlich gewählt worden. Allgemein wQrde diess so anszosp rechen sein: 

Will man eine Determinante bei an verändertem Werthe 
aaf einen um q Einheiten bSheren Orad erbeben, so setze 
man in der Verlängerang der Diagonalreibe q Einser an 
und fülle den so entstandenen Gnomon aaf der einen Seite 
durch Nullen, auf der anderen dnrch beliebige Grössen ans. 
Handelt es sich um die zweite Diagonalreihe, so ist noch 
auf das Vorzeichen Bedacht zn nehmen. 

Man nennt eine solche Operation gewöhnlich das RSndern*) der 
Determinante. 

Prinoipiell ebenso möglich jedoch weniger einfach ausführbar ist -die 
Herabsetzung einer Determinante auf einen niedrigeren Grad ; einen Weg 
zur Lösung einer sehr allgemeinen dabin zielenden Aufgabe bat unlängst 
Battzer ') angegeben, jedoch werden dazu tiefere erst aus dem dritten 
Kapitel zu erlaugende Kenntnisse vorausgesetzt. 

%. ?. In jedem Gliede einer entwickelten Determinante kommt von 
jeder Zeile bezüglich Colonne nur ein einziges Element vor; denken wir 
uns demnach sämmtliche Elemente ein und derselben Reihe mit der glei- 
chen beliebigen Zahl multiplicirt, so können wir dieselbe als gemeinschaft- 
lichen Faktor heraussetzen. Diess liefert den Lehrsatz: 

Multiplicirt man in der Determinante A äUe Elemente 
einer Zeile oder Colonne mit demseben Faktor a, so ist das 
Resultat gleich aA- •' 

So ist z. B. 







b, ba ab3 bj 




C[ C2 acj C| 




d, da adj dj 





a^bj 



a"'b2 a^bj a^b^ ' 



aj a^ as a^ 

hl bj b3 bj _ 
. Ca C3 C4 

d| dj d3 dj a"-'di a^-'d^ a™-'dj 

§. 8. Wir wollen annehmen, sämmtlicbe Elemente einer Reibe der 
Determinante A seien algebraische Summen von je q Sammanden,- so zwar, 
dass die Anordnung der Vorzeichen fttr s&mmtlicbe Elemente die gleiche 
ist; sollte diess nicht schon au sich der Fall sein, so erreicht mun es, in- 
dem man für — a und + a resp, -|- (— a) and — ( — a) schreibt. Ent- 
wickeln wir hierauf die n reihige Determinante, so stellt sieb jedes ein- 
zelne Glied als ein Produkt ans (n — 1) einfachen Faktoren in eine Summe 
von q Gliedern dar, und zwar ist dieser Faktor fllr je (n — 1)! Gliedei-, 
der gleiche. Multiplicirt man mit dem in eine Klammer geschlossenen 
zusammengesetzten Faktor aus, so kann man das resultireude Aggregat 
offenbar wieder in Form von q Determinanten des nten Grades anschrei- 
ben. Dieses Faktum lässt sich folgendermassen als Theorem geben: 

Ist jedes Element einer Reihe eine algebraische Snmme 
ans q Summanden, so kann man die Determinante in eine 
Summe von q Determinanten des gleichen Grades zerffillen. 



■} Der Begriff des Eänderns erleidet in der neueren Algebra aUerdings einige 
nicht unbetr&chtliclie ModiScationen, von welchem im Becbsten Kapitel gelegentlich 
die Rede sein wird; vorlänfig jedoch wird sich ein Bedärfoiss zur Erweitemng der 
gegebenen Definition nicht Äblbar maehen. 
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Die wiederholte Anwendung des hier beBchiiebenen Verfahrens Ifisst 
uns den weiteren Satz erkennen : 

Ist die rate, r^te . . . r{te Zeile oder Colonne einer Deter- 
minante bezüglich aus s,, B2 . ■ . si Sammanden znaammenge- 
aetzt, 80 kann dieselbe als eine Summe von Sj . «2 . . ■ si De- 
terminanten üargestellt werden, deren jede dann kein za- 
sammengesetisteg Element mehr enthält. 

Man findet auf diese Weise 

jai+aa bi + ba) _ la, b,! , W b|| . |a, bjl , jaj bj[ 

|c, + <^, d,— dal ~ |c, d,| + |ca d,| + |c| -dsl + |c, -da| " 

Die hier vorgetragenen Sätze, welche man in ihrer Gesammtheit das 
Additionstheorem der Determinanten zu nennen pflegt, sind von 
hoher praktischer Wichtigkeit, zumal, wenn man noch das unmittelbar 
daraus hervorgehende Gorollar hinzunimmt: 

Bine Determinante bleibt unverändert, wenn mau zu 
einer Reihe beliebig viele Reiben der nämlichen Kategorie 
hinznaddirt, nachdem man dieselb'en vorher mit beliebigen 
Zahlen multiplicirt hat. 

Denn betrachten wir die Determinante 
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so ist dieselbe, dem eben Bewiesenen gemäss, nnd mit Rücksicht auf §. 7, 
gleich folgender Snmme: 



ai.i . 
aa,i . 


.aij. 
. aaj . 


. aij. 
. aaj. 


. ai,in . 

.aajn. 


• ai^ 
.aaj, 


an.1. 


.anJ. 
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. as,m . 



Da nun jede diese 
gleiche Reihen enthHlt, 
identisch, und es bleibt 
Onvu . . aD,n übrig. 



■ Determinanten mit Ausnahme der ersten zwei 
so versehwinden dieselben nach §. 4 sämmtlich 
lur die Determinante 2 ' ± ai.i . , ak* , . ai,i . . 



teziehung erleichtert hftafig die numerische Answerthang einer 
« mit nnmeriach gegebenen Elementen, ohne doas diesB ganze 
ein branehten. 
etwa der Werth der Determinante 



6i 2 I 

er^en. Dann mnltipliciren wir fdr's Brate die erate Colonne 
weite mit i and sieben die letztere von der ersteren ab; diess 



wir die dritte Oolonne von der mit 24 mnltiplicirten zweiten 
'Igt 



59 
6 
21 
10 



862 



Jiob addiren wir die mit -r- mnitiplicirte zweite Colonne m der 
iltiplicirten ersten; das Resultat ist 

59.241 



4 ' 241 59 



11 



6175 21358 
30 30 



•■^- i. 



Determinante redncirt sich nach §. 6 anf ihr zweites Diagonal- 
es der Gndwertb gleich 

5 9 . 241 6175 _ _ ^ 
6 ' 30 ~ 6 

Ir eine Determinante von so geringem Qrade giebt es aller- 
wir demnächst sehen werden, kflrzere Äusrecbnnngsmethoden ; 
der Nutzen der so eben erörterten in Spezialfällen am so 

Im Änschluss hieran möge noch anf einen Satz hingewiesen 
isen Bedeatang für die Elemente .der Determinantentheorie erst 
1 Stndnicka ^) herTOi^ehoben wnrde. Derselbe lantet: 

Determinante Terschwindet identisch, wenn das 
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Verhältniss der Differenzen gleichgestellter Elemente von 
zwei Paaren ihrer Zeilen oder Colonnen cons-tant ist. 

Es sei also in der Determinante 2 ± ai,x . . . ai,i . . . au . . . ap,p 
• • . aq,q . . . an.n der Quotient 



ait4 — ak.i p 



(k s 1, ^ n). 



ak,p — ak,q 

Dann ist mit Bücksicht auf den vorhergehenden Paragraphen sofort 
die obige Determinante 



ai.i . . ai4 — ai4 . . 



ai.i 



ai,p — ai,q . . ai,q . . ai,ii 




A = 



an,l . . an4 — an,l . . an,l . . an,p — an,q • . an,q . .' aii,n 

und hieraus der getroffenen Festsetzung gemäss, 

ai,i . . ai4 — ai4 . . ai4 . . ai4 — au . . ai,q . . ai^ 



A = 



C 




aii,l • • an,! — anj * . an4 • • an4 ""~ an,i * • aii,q . • an^ 

In dieser Determinante sind zwei Colonnen gleich, sie wird also nach 
§. 4 identisch gleich Null. 

So annuUirt sich beispielsweise die Determinante 
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§. 10. Wir haben in §. 1 eine independente zur wirklichen Aus- 
werthung einer Determinante dienende Methode kennen gelernt, welche 
zw^ar sicher, jedoch bei Determinanten höherer Grade nur mühsam, zum 
Ziele führt, insoferne sie sich auf die Abzahlung der Index - Inversionen 
stützt. Diese Methode wird jedoch völlig unpraktikabel, sobald die Ele- 
mente der vorgelegten Determinante nicht mehr durch Indices von ein- 
ander unterschieden, sondern auf irgend eine andere Weise bezeichnet 
Bind. Es muss demnach auf ein anderes Verfahren zur Entwickelung einer 
Determinante gedacht werden, und ein solches bietet sich uns ganz natur- 
gemäss dar, sobald wir die Resultate des §. 5 zu Grunde legen. Dieses 
Verfahren ist im Gegensatze zu jenem ein recurrirendes und bietet, 
wie dies ja fast stets der Fall, für die Praxis jenem allgemeineren gegen- 
über nicht unbeträchtliche Vortheile. 

Wir sahen, dass jede Determinante gleich gesetzt werden kann einem 
Produkte aus einem beliebigen Elemente in eine Determinante des nächst 
niederen Grades, woferne nämlich alle mit jenem Elemente in der näm- 
lichen Beihe befindlichen Elemente durch Nullen ersetzt waren. Für eine 
Determinante vom nten Grade ergiebt dann die n malige successive An- 
wendung jenes Satzes sofort den folgenden: . 



' ^^ -r 



1 
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Die Entwickelnngsglieder einer Determinante werden 
gefanden, wenn man sämmtliche Elemente einer Zeile oder 
Colonne je mit einer nach den Kegeln des §. 6 gebildeten 
Determinante vom nächst niederen Grade multiplicirt und 
jede solche Determinante in entsprechender Weise weiter 
behandelt. Man sagt dann, die ursprüngliche Determinante 
sei nach den Elementen der qten Zeile oder Colonne zerlegt. 

Zur Vorzeichenbestimmung gelangen wir auf folgende einfache Weise. 
Es ist klär, dass zwei aufeinanderfolgende Elemente der nämlichen Eeihe 
bei dieser Zerlegung nicht das nämliche Vorzeichen erhalten können, denn 
wenn wir die Anfangsglieder betrachten, so hat bei festbleibenden ersten 
oder zweiten Indices in den zweiten bezüglich ersten nur eine einzige In- 
version stattgefunden, das Zeichen musst« also wechseln. Daraus fliesst 
aber unmittelbar Folgendes: 

Um bei der angegebenen Zerlegung das Vorzeichen yon 
auc zu erhalten, untersuche man, ob (i + k) eine gerade oder 
ungerade Zahl ist; im ersten Falle hat man ai,]c positiv, im 
zweiten negativ zu nehmen. Selbstverständlich ist dabei 
die Determinante in ihrer Normalform 2 ± ai,i . . . an,n vor- 
ausgesetzt; sollte di;ess gegebenen Falles nicht zutreffen, 
so ist die betreffende Determinante einer Vergleichsdeter- 
minante ^ ± aij . . . aN^sT gegenüberzustellen*). 

Diese einfache bisher anscheinend nicht scharf genug hervorgehobene 
Regel ist es, deren wir oben (§. 6) bereits Erwähnung thaten. 

Zerlegen wir auf diese Weise die Determinante 

»iii ai>2 ai>3 

A = a2,i a2,2 »2,3 

»Stl a'3»2 a3»3 

nach den Elementen der zweiten Colonne, so erhalten wir, da (1 + 2) 
ebenso wie iß + 2) ungerade ist, 



A = 



ai»2 



a3»i 



a2J!3 
a3>3 



+ «2*2 






ai»s 

fl«>3 



— a3»2 



ao,! 



ai,3 
a2»3 



Diese zweireihigen Determinanten sollen nun resp. nach den Elemen- 
ten der ersten Colonne, zweiten und ersteü Zeile weiter zerlegt werden, 
und zu diesem Ende vergleichen wir jede mit der Determinante 

anj ^nji 
Statt a2,i steht dann aij, statt a3,i steht, anj, statt a(,i ebenfalls aij, 
und da (I + I) gerade, (II + I) ungerade ist, so erhalten a2,i und ai,i 
das +» hingegen ag,! das — Zeichen, und man findet so 
A = — ai,2 3-2,1 a3,3 + ai,2 8.3,1 a2,3 — a2,2 a3,i ai,^ + a2,2 a3>3 *i>i 

— a3>2 ai,i a2>3 + ^3,2 at,a ao,!- 



*) An einem sehr speziellen Falle worde diese Begel von Schüler^ bemerkt 
nnd deren Verwendbarkeit hervorgehoben. Allgemein ward dieselbe wohl zuerst in 
diesem Buche ausgesprochen, und alsdann in einer eigens diesem (Gegenstände ge- 
widmeten Note i<>) darauf hingewiesen, wie leicht eine blosse Abzahlung über das 
Zeichen entscheidet. Die Sache ist zu einfach, als dass es nöthig wäre, mehr über 
die sofort in die Augen springende praktische Vorschrift zu sagen; sehr gef&Uig ist 
u. a. die von H. Müllerei) ihr*ertheilte Form. 
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§.11. In diesem Paragraphen soll ein anderes instruktives Rech- 
nungsbeispiel gelehrt werden , für welches auch die Bezeichnung durch 
doppelte Indices nicht in Anwendung kommt, während allerdings auch 
eine Berücksichtigung der Vorzeichen nicht erforderlich ist. Bedeutende 
Mathematiker, wie u. a. auch Gauss^^), haben sich mit der Aufgabe be- 
schäftigt, auf einem gegebenen Schachbrett von 64: Feldern 8 Damen 
(Königinnen) so zu postiren, däss keine die andere anzugreifen im Stande 
ist; es handelt sich darum, nach bestimmten Regeln alle möglichen Lö- 
sungen der Aufgabe anzugeben, ohne eine dersellDen wegzulassen. Dieses 
Problem lässt sich nun mit Hülfe- der Determinanten höchst einfach lösen, 
und es bietet diese Behandlungsweise noch 4en grossen Vortheil , ohne 
Weiteres für jedes beliebige Schachbrett von n^ Feldern verwendbar zu 
sein. 

Bekanntlich setzt sich die Wirkungsweise einer Dame aus derjenigen 
des Läufers und Thurmes zusammen. Um nun alle denkbaren Stellungen 
zu finden, welche n Thürme, ohne siph gegenseitig zu stören, auf dem 
Brette einnehmen können, müssen wir n Plätze heraussuchen, von denen 
keine zwei in der nämlichen Horizontal- oder Vertikalreihe liegen, d. h. 
denken wir uns das Brett als das quadratische Schema einer Determinante 
voin nten Grade und entwickeln dieselbe,* so stellt jedes einzelne^ Glied 
dieser Entwickelung eine solche mögliche Position dar, und es kommt nur 
noch darauf an, aus diesen Gliedern alle diejenigen auszusondern, bei wel- 
chen auch keine Läufer - Einwirkung mehr stattfinden kann. Zu diesem 
Zwecke bilden wir folgende n reihige Determinante :" 



»0 
f3 



Cl 

a?) 

b3 
d4 



ea 

C3 



g3 
04 



• # • • 



. . - C2H-3 

. . . . . . bgn— 3 a2n— 2 

deren Bildungsgesetz sofort klar ist, rechnen dieselbe aus und schli essen 
endlich sämmtliehe Glieder aus, welche entweder zwei gleiche Buchstaben 
oder zwei , gleiche Indices besitzen. Die übrig bleibenden Glieder sind dann 
als die möglichen Lösungen der Aufgabe zu betrachten , und es ist sofort 
ersichtlich, dass deren Anzahl hiemit wirklich erschöpft ist. 

Wir wollen das Problem, der Kürze halber, nur für ein Schachbrett 
von 16 Feldern auflösen. Zerlegen wir die Determinante 



ao 


Ol 


e2 


g3 


bi 


»2 


C3 


04 


d2 


b3 


ai 


% 


h 


d4 


\ 


ag 



nach den Elementen der zweiten Horizontalreihe, so erhalten wir, indem 
wir. die hier natürlich gleichgültigen Vorzeichen weglassen , folgendes Re- 
sultat : 



Cl 62 g3 




ao ©2 g3 




aoCi g3 




aoCi 62 


bs H % 


, »2 


do a4 C5 


, C3 


d2 b3 C5 


, 04 


d2 ba a4 


d4bö aß 




^3 \ 36 




fa d4 ag 




^3 di bö 



Die erste und zweite dieser vier Determinanten wollen wir nun nach 
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den Elementen der dritten Zeile, die dritte und viert« dagegen nach den 
Elementen der dritten und zweiten Colonne zerlegen; diess glebt 

Die abermalige Entwickelnng dieser zweireihigen Determinanten liefert 
endlich folgende Glieder: 

h|d4e3C|5, (bidjgsa«! (biboOjCj;), (bibjgsbs), (bia9C|a4), (bia6e2b3), (ajfaeaCs), 

(aafägsai). (a^^afA). (a2b^Sftd^), (a^oeOffli), (a.,a«ead2), (csgad^di), (cjgabjfa), 

(CjCBaodi), (cjCftCifj), {caagaobj), (cjaflCids), öjCidaba, (ejciaifs), (e4b3ftol>&). ■ 

(eib3e2f3), (eid4aoa4), (e4d4e2d,). 

Schlieseen wir, wie hier geschehen, alle diejenigen Glieder in Klam- 
mern ein, welche zwei Bachstaben oder zwei Indices gleich haben, eo blei- 
ben blos die beiden Glieder bidjeiCj, e^Cid^bs von Klammem frei, nnd 
diess sind somit, wie man auch direkt verificiren kann, die beiden einzigen 
LQsimgen, deren das Problem in diesem Falle (Shig ist. 

^ kSnnte scheinen, als erfordere sonach die allgemeine L&snng die 
jeweilige Berechnung von nl Gliedern, unter denen alsdann die Ansscbei- 
dnng vorznnehmen wäre. Strenge genommen verhalt es sich allerdings so, 
indess hat Glaisher anlangst gezeigt '^), wie man durch einen einfachen 
Knnstgriff die Berech nnngsarbeit anf ein Minimnm reduciren nnd ohne 
grosse Mühe selbst für das gewöhnliche Schachbrett von 64 Feldern die 
Anzahl (92) der möglichen Fälle erniren könne. 

§. 12. Indem wir eine Determinante des n ten Grades nach den 
Elementen einer bestimmten Reihe zerlegten, zerfiel dieselbe in eine alge- 
braische Snmme von n Determinanten des (n — l)ten Grades, deren jede 
eines der betreffenden Elemente zum Faktor hatte. Jede solche Determi- 
nante , welche^ demnach ans der nr^prün glichen dnrch das Herausheben 
von (n — 1)3 Elementen entstand, nennen wir eine erste Unterdeter- 
minante oder partiale Determinante (Uinor_ determinant) 
jener ersteren. 

Wie man die einem gegebenen Elemente entsprechende erste Deter- 
minante findet, haben wir bereits gesehen. Dieses Verfahren kann jedoch 
nach Jacobi **) auch aus einem anderen Gesichtspunkte anfgefasst wer- 
den *). Die Determinante A ist in Being anf jedes einzelne ihrer Ele- 
mente offenbar eine lineare Funktion, d. h. enthalt jedes Element nur in 
der ersten Potenz, eo dass wir also, unter p die erste ünterdeterminante 
von A nach dem Elemente ai^ verstanden, die Gleichung 

A = paii -I- q 
schreiben können. Der Ausdruck q ist von ai^, diess als veiänderlich 
gedacht, gänzlich unabhängig; difierentiiren wir also unsere Gleichung 
beiderseitig nach au, so folgt, da a'u = 1 ist, nach bekannten Regeln 

« - ^-^ 
^- d^/ 



*) Die nächsten Zdlen halten sich getren an Jacobi'a UmveiBitätsvorlesnDgen 
Aber höhere Algebra , indem dieselben vor dereedrackten Abhandlung hier wie anch 
sonst den Vorzag grösset^ Ansführlichkät ona Anschaalichkeit besitzen. 
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QQter dem Di&erentinlqQotienten natürlich einen partiellen Teretiuiden. 
So ist z. B,, mit "gehöriger Berflclaichtignng des Vorzeichens, 



1*2 ba Ca]! dl aj,, a3,3 ^J] 

[«3 ba C3I/ _ Uj C[| Ma3.i »aia %.äl^ 



. ai C[l Ma3.i °9ia %.äi' _ _ a,rt ai,'^ 

indem (§. 10) bei bj oder an, n die Indexeamme gerade, bei a^.a hingegen 
ungerade ist. 

WQrdeq wir, waa ohne Verletzong der exakten Begründiing mSglich 
gewesen witre, den so eben entwickelten Sata von der Zerlegung in Unter- 
determ in Anten an die Spitze gestellt haben, so würden sich nna mehrere 
frUbera Wahrheiten, welche wir damals anf rein oombinatorischem Wege 
gewannen, in einer wesentlich verschiedenen Form dargestellt haben. So 
wflrde z. B. der in §. 2 bewiesene Lehrsatz darch lüimittelbare Induktion 
ans der Identität 

k.l »2.21 lai.s »s-^l 
hervorgegangen sein, nnd anch die in §. 1 berechnete Anzahl der Ent- 
wickeinngsglieder tritt hier sofort zn Tage, indem die (n + 1) reihige 
Determinante entschieden die (n + 1) fache Anzahl von denen der n reihi- 
gen, d. h. I . 2 . 3 . . . n (n + 1) solche Glieder besitzt. 

Als nnmtttelbare Folge aus dem Bisherigen ist noch ein Satz von 
Wichtigkeit, dessen erster Tbeil bereits bekannt ist; er lautet: 

Die algebraischen Summen*} 

„ dA , dA , , dA dA , dA , , dA 

a«,i T + ai,2-— ~ + . . . + au ,^^-; au -f^ + ^Ut^ + . . ■ + b>da^ — 

haben den Werth A oder 0, je nachdem k ^ i ist oder nicht. 

Letztere Thatsacbe erhellt am Natürlichsten, wenn wir mit Mansion 
so schliessen 1^) ; In einer n reihigen Determinante sei die ite Zeile oder 
Colonne gleich der kten; zerlegen wir dieselbe nach den Elementen einer 
solcben Keihe, so bekommen wir die obigen Entwickelungen, während wir 
doch andererseits wissen, dass jene Determinante nach §. 3 identisch ver- 
schwindet. 

So ist für A = 2 ± ajbaCs, 

'*' &5I ~ ***£ y "^^'fe y=*><*'^*'3-lHV2-blb2C3+b2b3C, + b,b3Ci, 

— b2b30i = 0. 
%. 13. Jede Unterdeterminante des nBchst niederen Grades können 
wir wiederum in erste ünterdetenuinanten zerlegen, und so fort. Man er- 
kennt sofort, dase alle Elemente, aus welchen sict eine derartige Determi- 
nante zusammensetzt, bereits als vollstKudiges quadratisches Schema in der 



*) Das Tarzeichen haftet, wie für den AnfBnger bemerkt sein m5ge, nicht am 
püemente, sondern an der ünterdetermiDante, so dass also in der allgemeineD 
Formel ansschliesslich Plnszeichen'Torkommen dürfen. Es ist diess allerdings eine 
Gonventionelle aber von der weitans Qberwiegeoden Mehrzahl der Fachachriftstellei 
adoptirte Festsetzung. ' 
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ursprünglichen Determinante vorhanden waren, und es erhebt sich natur- 
gemäss die Frage nach dem. wechselseitigen Zusammenhange beider. 

Um zu den ersten tJnterdeterminanten zu gelangen, mussten wir uns 
die Frage ' vorlegen , welches der Coßfficient des Elemente* ai^ in der De- 
terminanten^Entwickelung sei. Es liegt nun nahe, diese Frage dahin zu 
verallgemeinem, dass man die Angabe desjenigen Ausdruckes fordert, wel- 
cher bei dieser Entwickelung mit dem willkürlich gebildeten Produkte 
d'P.q ^Tfi at,n av.oi . . . multiplicirt erscheint. Es ist klar , dass in jenem 
Ausdrucke kein Element vorkommen darf, welchöa bezüglich der pten, 
rten, tten, vten . . . Zeile und der qten, sten, uten, coten . . . Colonne 
angehört. Es bleiben sonach nur die nicht in jenen Reihen befindlichen 
Elemente zurück, deren Anzahl uns folgende üeberlegung kennen lehrt. 
Ursprünglich mögen n^ Elemente vorhanden gewesen sein ; durch Aus- 
schluss der pten und qten Beihe gehen hievon (n -f-n — liz:2n — 1) 
weitere Elemente ab.* 

Die nämliche Anzahl würde auch bei Ausschluss der rten und sten 
Beihe von dieser Zahl wegzunehmen sein, wenn nicht zwei Elemente be- 
reits im Vorigen mitberücksichtigt worden wären, so dass also in Wirk- 
lichkeit der Abgang nur (2n — 3) Elemente beträgt. Durch mehrfache 
Wiederholung dieser Abzahlung finden wir sonach, dass, wenn das vorge- 
legte Produkt h Faktoren enthielt, allgemein noch 

n2 — (2n-l) — (2n— 8) — ... — (2n— 2h+ 1) = n^ — 2hn + 1 

+ 3 + 5 + ... + 2h-l 

Elemente vorhanden sind. Die Summe der ungeraden Zahlen ist nun be- 
kanntlich stets ein vollständiges Quadrat, so dass also die Anzahl der 
übrig bleibenden Glieder 

n« — 2hn + h« = (n — h)« 
beträgt. Diese (n — h)^ Elemente erscheinen nun in Gestalt eines Aggre- 
gates von (n — h)! Gliedern, jedes Glied zu (n — h) Faktoren in allen 
möglichen Versetzungen, so dass man dafQr sofort wieder eine Determi- 
nante schreiben kann. Wir erhalten so den Satz: 

Greift man aus einer Determinante vom nten Grade 
h Elemente, heraus, deren gleichartige Indices durchaus 
verschieden sind, vereinigt dieselben zu einem Produkte und 
fragt nach dem anderen Faktor dieses Produktes in der ent- 
wickelten Determinante, so hat man nur alle Elemente, 
welche mit keinem der genannten resp. einen ersten oder 
zweiten Index gemein haben, zu einer Determinante des 
(n — h)ten Grades zusammenzustellen. Diess ist — abge- 
sehen vom Vorzeichen — der gesuchte Faktor. . 

Man pflegt eine solche Determinante die hte Unterdeterminante 
oder Partialdeterminante der ursprünglichen zu nennen. 

Suchen wir z. B. den Faktor des Elementenproduktes a2,4 9^,2 %ii ^yZ 
in der Entwickelung der Determinante 2 if ai,j a2,2 a3,3 a4,4 a5,5 a^g »7,7, 
so ist derselbe gleich der vierte» Unterdeterminante dritten (Grrades 

a-bi 3-1,5 *1>6 
Ha *4>6 9'4>6 •- 
i37>l 9,7,5 37?6 ^ 

§. 14. Es leuchtet nun auch ein, dass die x te Unterdeterminante der 
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s tan Unterdetermiiiaiite einer Determinante vom nten Grade die (r + s)te 
unter det«rmiuante der letzteren, also seibat vom Grade (n — r — s) ist. 
Hierana folgt jedoch ein allgemeiner Änsdrnck für jede beliebige Unter- 
determinante. Behalten wir die Bezeich nungs weise des vorigen Paragraphs 
bei, so wird nach §. 12 der Faktor von ap,q in der Determinanten - Ent- 
wickelung, d. h. die nach diesem Elemente genommene erste ünterdeter- 

minante, durch den partiellen Differentialquotienten dargestellt. Hie- 

nacb ist der Faktor des Produktes ap,q ut^ gleich dem zweiten Differen- 

d'A 
tialqaotienten -j r- — , und ganz allgemein der Faktor des Produktes 

%>i.qi aps.qs ■ - ■ apm^m odcr die mte ünterdeterminante gleich 

d^-A 

dapi.qi dap2,qi . . . dapm.qm 

Jede (n — - l)te Ünterdeterminante einer n reihigen Determinante ist 
einzelnes Element derselben. 

Bei den bisherigen Bestimmungen haben wir das Zeichen unberück- 
sichtigt gelassen. Um diess zn linden, maltiplicire man das Produkt mit 
dem Diagonalgtiede der Unter determiaante nnd sehe zu , ob das so ent- 
standene Olied in der ursprünglichen Determinauten-Entwickelung mit dem 
positiven oder negativen Vorzeichen versehen wäre. Im obigen Falle be- 
kommen wir so, wenn die ersten Indices geordnet werden, das Glied 

»l.i »2.i »3.2 »4.6 *5>7 H'i ^>6 

und dieses bietet in der Complexion seiner zweiten Indices 5 Inversionen 
(42, 43, 53, 73, 76); das Vorzeichen ist also Uinne. 

§. 15. Im Anschlüsse an die hier durchgeführten Betfachtangen kön- 
nen wir uns die Frage vorlegen, wie viele Glieder einer entwickelten De- 
terminante S i: a|,| . . . &n^ m bestimmte Terme einer Keihe von Ele- 
nienten enthalten, deren Verbindungslinie einer der beiden Diagönalreihen 
parallel iKnft. Um hierüber Klarheit zu erhalten, brauchen wir nur an 
Stelle der Verbindungslinie die Diagonale selbst zn setzen. Dann ISest 
sich als Gegenstand unserer nächsten Untersuchung anch dieser bezeichnen : 

Man will wissen, in wie viel Entwickelnngsgliedem der Determinante 
A aUmmtliehe Diagonalelemente dßr mreihigen Unterdeterminante vor- 
kommen, welche der gegebenen condiagonal sind. 

Die hiezu erforderlichen Formeln wurden in vollkommener Correktbeit 
zaerst fast gleichzeitig von Weyrauch '^J und Monro'^) gegeben; dass 
in der ursprünglich von Baltzer gelieferten Darstellung ein kleines Ver- 
sehen vorkomme, hat Weihrauch'^) liachge wiesen. Später hat dann 
Baltzer 'S) selbst eine neue strenge Ableitung der in Rede stehenden 
Relation bekannt gemacht. 

Wir berechnen zunächst die Anzahl der Glieder, welche überhaupt 
Diagonalelemente enthalten. Den CoefBcienteu aj^ enthalten nach §. 14 

und 15 offenbar (n — l)! Glieder, d. h. alle Glieder von ^ . Das Ele- 

dai.i 
ment &z,z kommt an und für sich ebenfalls in (n ~ 1)! Gliedern vor, von 
denen jedoch (n — 2) 1 bereits in der vorigen Anzahl enthalten sind. Beide 
Elemente, resp. eines von beiden, kommen somit in (2Cn — 1)1 — (n — 3)'.) 
Oäntliot, DetennlniDUatbeorte. E. AnA 4 



w, die dreiElflmento %,!, aj^, 03,3 amUog iii(S(n — 1)! — S(li— 2)! 

)l) Gliedern n. B. f. Um also die gewünschte Anzahl zn erlial- 

nachstehende Summe gebildet werden: 

(n— 1) 1 

(n— 1)1 — (n— 2)1 

(n-l)l — (S) (n— 2)1 + (n-3)l 



,(.-!). - (°,')(n-2)l + -... + (-ir'(;_2)l! 

+ (-ir'(:=i) o> 

■an sich des auf indnktoriscbem Wegß Qbrigeiis leicht erb&lt- 
;es ans der Theorie der Binomialco^fficienten , wonach die Iden- 

> kann man obige Snmme leicht bilden nnd findet 

Lnzahl der Glieder, welche gar kein diagonales Element ent- 
let man, indem man F von nl abzieht; sie ist also 

\2! 31 + 41 ^ ■ ■ • -^ n! A 
Losdmck F enthalt Dan anch die Anzahl derjenigen Glieder, 
« n) bestimmte Diagonalelemente in sich auüiehmen. Nach 
ler CoBfficient des Prodaktes &i,j 9^,1 . . . amja eine ünterdet«r- 
n~ — m)ten Grades. Von den Gliedern dieser letzteren kann 
}n jener Faktoren enthalten ; wir finden also die Anzahl, der der 
en Bedingung genügenden Glieder, wenn wir oben in F' die Fat- 
durch (n — m)l ersetzen. So kommt 

= (n-m)! (___ + _- + ... + '-^^y 

. Die Lehre von den verschiedenen üntetdeterminanten einer 
nte findet eine wichtige Anwendung, wenn es sich darum han- 
Aosdruck 

iti + I B.1,2 »1,3 I ■ ■ • *ifl 

»8.1 ■ »313 + X »2.3 ■ • • **■" 

»3.1 »sia ^3,3+ xj ... aa,n 



Uli an^ aii4 ■ . . an^k + X 

ich ao&teigenden Potenzen von z geordnete endliche Beihe zu 

3en zu dienern Zwecke einzuschlagenden Weg sogleich klar in 
, knüpfen wir an ein spezielles Beispiel an nnd entwickeln die 
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oben abgegrenzte Unterdeterminante A des dritten Grades. Indem wir 
anausgesetzt die Vorschriften des §. 8 zur Anwendung bringen, erhalten 
wir zunächst mit Bücksicht auf §. 5, 

, a2,3 + X 
»3,3 + X 



A = 



hierauf 



8q,i a3,2 



a2,2 + X 

a3?2 



a2»3 

»3,3 -f X 



»iji at>2 »1,3 

A = »2,1 a2,2 ' »2,3 

»3>1 »3>2 »3>3 + ^ 

und schliesslich 



+ x 



».i»i 

»3»l 



»1»3 
»3»3 + ^ 



+ X 



»2,2 

»3>2 



»2>3 
a3»3 + 



+x^(a3,3+x), 



A = 



+ 



/l»l»l »b 

\|a2»i »2» 



+ 



»1:1 

»3»1 



ai»3 

»3*3 



+ 



»2>2 »2>3 
»3>2 »3*3 



l> 



»1>1 »b2 »1»3 
»2>1 »2»2 »2>3 
!»3>1 »3>2 »3»3 

+ -(»1,1 + »2,2 + »3»3)X^ + X^- 

Der hier angewandte Zerlegungsmodus lässt sich nun aber auch auf 
den allgemeinen FaJl übertragen; indem nach §. 5 die obige De- 
terminante vom nten Grade in ein Aggregat von 2^ Gliedern zerfallen 
würde. Wir erhalten so den durch den Schluss von n auf (n + 1) leicht 
zu verificirenden Satz: 

Die Determinante A lässt si(;;h nach aufateigenden Po- 
tenzen von X in eine Reihe entwickeln, so zwar, dass der 
Coefficient von x** die Einheit und derjenige von x^ die De- 
terminante A' = ^ ± »1,1 a2>2 • • • »n.n ist. Den Coöfficienten 
von x^ findet man, wenn man alle mit der Determinante A' 
condiagonalen qten Unterdeterminanten derselben summirt. 

Einen eleganten combinatorischen Beweis dieses Theorems hat Baltzer 
geliefert. 

Eine naturgemässe Folge der bishei^igen Betrachtungen ist es wohl, 
wenn wir ganz allgemein nach den Bedingungen der Zerlegung für eine 
durchweg aus binomischen Elementen gebildete Determinante 

»bl + ^l>t »1>2 + ^l>2 • • • »l.n + Hn 

• ••••• 

an,i + bn,! an,2 + bn,2 . • . an,n -f- bn,n 

fragen. Verfahren wir ebenso wie im vorigen Falle, so erkennen wir, dass, 
um dem Gesetze der Homogeneität treu zu bleiben, alle Determinanten von 
folgender Form vorkommen müssen: 

. . ai4xn ^lAc, bi^c, . . . bi.kjj_j^ 

. . »24m ^2^1 ^2,k, . . . b2,kn_m 



»Ut »14« 
»24, »24« 



aii4, aii4, . . . anjjn bn^ bn4c, . . . bii,k^_jjj 

wo i|, i2 . . . kl, k2 alle möglichen innerhalb des Intervalles 0, 1, 2 . . . n 
vorkommenden ganzen Zahlen bedeuten ; wäre nur eine einzige Colonne von 
a und b bezüglich mit dem zweiten Index vorhanden, so würde diess 
andeuten-, dass die betreffende Determinante ausschliesslich EUemente a 
oder b enthält. Diesem Faktum fehlt indess noch die übersichtliche Ein- 

4* 



Meidnng, nnd wir ändern deshalb ansere Fordemng dergestalt um, dase 
wir jeden einzelnen Summanden als Prodnht zweier Determinanten ver- 
langen, deren erste and zweite reap. ane Blemeuten der ersten und «weiten 
Kategorie zusammengesetzt eind. Gehen wir wieder vom speziellen Bei- 
spiele des dritten Grades ans und berOckaichtigeu , daes jedem Det«rmi- 
nantenfaktor vom pten Grade ein solcher vom (n — p)ten entßpreclien 
mnsB, wenn jedes einzelne Glied n Faktoren aufweisen soll, so stellt sieh 
uns bald die Wahrheit folgender Thatsache heraus: 

Bezeichnen wir die beiden Determinanten -S i: a,,] ...^aji 
und 2 ± b|,| , . . bii,n resp. mit A' und A", sowie die Summe 
aller vorhandenen pten ünterdoterminanten des (n ■— p)ten 
Grades von A' und A" resp. mit S<»-p) A' und S'"-») A", so gilt 
die Identität 

A — A' 4- m A" . Sl"-« A' + ■ - ■ Sl»-" A" . S») A' + A", 
die einzelnen Unter determinanten durchweg mit dem ihnen 
zukommenden Zeichen genommen. Das allgemeine Glied 
der Reihe ist S»' A' . ßl"-»* A". 

Wir sind somit darch einfachen Analogieschlnsa zu einem häufig an- 
wendbaren Satze gelangt, welchen Albeggiani*') zuerst durch combi- 
natorische Mittel abgeleitet zu haben scheint; dass sich der obige Lehrsatz 
als einfaches Corollar dieses letzteren darstellt für biji ^ 0, by ^ i, 
leuchtet von selbst ein. In einer später erschienenen Abhandlung hat der 
' vorgenannte Italiener die entsprechende Untersuchung ai^ch fUr Determi- 
nanten von poljnomialer Elementform dnrchfllhren gelehrt ")• 

§. 17. Die Art und Weise, wie wir soeben eine nreihige Determi- 
nante der Form S ± ai,| + bj,i . . . an^ + boji durch eine Summe ans 
Determinanten-Produkten darstellten, legt nns einen weiteren Untersuch ungs- 
gegenstf^d nahe. Es ist nKmlich von grossem Interesse zn wissen, ob nnd . 
wie eine in der Normalform gegebene Determinante 2 ± aj,[ . . . an^ 
sich als Aggregat von Produkten aus Unterdeterminanten darstellen lasse. 
DasB eine solche Zerlegung Oberhaupt möglich ist, erkennen wir beispiels- 
weise ans folgendem Spezialfälle. Fassen wir von den 24 Gliedern, in 
welche die Determinante A = -^ i »iii »jia ^a<3 »1.4 entwickelt werden 
kann, je 4 zusammen, so lässt sich A auch in folgender Form schreiben. 



m>3 »sj 



'm,3 »2,(1 ■ \&,,^ Af. 



k,! hA ' Ks a*.*! I»i.i »4.2! ■ k'3 a3.ii 

, laa.i a2.2[ |»i.3 »i-il j. |»3.i ^A l»!.» »174' 

la^.i. »(.vi ' 1*3.3 »3.41 l*f.l ^4,2! ' |as.3 as.i 



Diess ist aber eine sechsgtiedrige algebraische Summe, deren Summan- 
den Produkte aus zweiten Unterdeterminanteu von A sind. 

Aus §. 7 des ersten Kapitels ist bekannt, dHss Laplace als der erste 
derartige Fragen mit Bewusstsein der principtellen Bedeutung behandelt 
hat. Er beschränkte sich, wie diess für seinen Standpunkt auch nicht an- 
ders sein konnte, auf den Fall zweigliedriger Determinanten-Produkte, und 
diesen Fall, in welchem alle complicirteren übrigens enthulten sind, wollen 
auch wir zuerst vornehmen. Da die Anordnung gänzlich in unserem Be- 
lieben liegt, so setzen wir ein fQr allemal fest, dass der erste Determi- 
nantenfaktor jedes einzelnen Produktes vom Grade m (< n) , der ziyeite 
also vom Gr»de (n ^ m) sein soll, und dass in den ersten ausschliesslich 
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Elemente der ersten m, in den zweiten ausschliesslich Elemente der letzten 
(n — m) Colonnen aus der Determinante 2 ± ai,i . . . an,n eingehen 
sollen. Sollte die zu lösende Aufgabe dieser Festsetzung einmal anschei- 
nend zuwiderlaufen, so würde man durch Transposition der Colonnen und 
nachherige Vergleichung mit einer Hülfsdeterminante 2 + ai,i . . . aN.K 
gleichwohl leicht die geforderten Bedingungen herzustellen im Stande sein. 

Um dann mit Einem Schlage sämmtliche Produkte zu erhalten, ver- 
fahre man so: - 

Man bilde aus den Zahlen 1 bis n sämmtliche Combina- 
tionen ohne Wiederholung zur mten Classe und schreibe 
jeder einzelnen die nicht in ihr enthaltenen Ziffern in der 
normalen Anordnung bei. Sind dann 

- - ii, i2 • . . im und k^y k2 . . . kn— m 

zwei solche Gomplexion^n, so ist jedes Produkt von folgen- 
der Form 

^ i aii,i ai,.2 . . . ai^^ . 5 + ak„m-|-i ak,An+2 • • • ak^. 

eines der verlangten. Die Ge^ammtanzahl ist also 

— 1) . . . (n-m + 1) _ nl 



-m»* 



/n\ n(n — 1 

\m) - 1 . 



m 



m! (n — m)! 



2.3.. 

Soll z. B. die Determinante J^ ^ a^,! a2,2 a3,3 a4,4 a5,5 a^^e a7,7 in 
ein solches Aggregat verwandelt werden, so zwar, dass jeder erste Faktor 
eine Determinante des vierten, jeder zweite eine solche, des dritten ist, so 
erhalten wir nachstehende 35 Glieder: 

^±a,,j a2,2 a3,3 a4,4 . 2±a6,5 ^^ a7,7 

-^iai,! a2,2 a3»3 ^b»* • ■2±a4,5 a6,6 a;,7 
^±ai,i ,a2,2 a3,3 8,5,4 . 5±a4,5 a^jg a7,7 



-2±a„ 
^±a,, 

, . . . 2 ± ai, 

^±ai,i a2,2 a3,3 87,4 . 2±a4,5 a5,6 83,7 , ^ ± ai, 

^ ± ai, 1 tt2>2 a4,3a6, 4. ^±a3,5 30,6 87,7, -2 ± a], 

^i^l»l a2:(2 a4,3 86,4 • 2±a3,5 85,« 87,7 , 2 ± 8], 

^±ai,i 83,2 a4,3 a7,4 . 5 ±82,5 85,6 86,7 , ^ ± a2, 

2 + 31,183,285,386,4. 2 + 82,584,6*7,7-, -2 ± 82, 

2 + 81,183,285,387,4.^+82,584,68^,7, -2 + 82» 

2+a,,i a3,2 86,3 a7,4 -2+a2,5 84,6 85,7 , 2 + 82, 

2 + 81,1 34,2*5,3 aeU. 5 + 32,5 33,6 37,7, -2 ± 82, 

2 + ai,i 84,2 35,3 87,4 . 5+32,5 33,6 86,7 , 5 + 82, 

2+ai,t a4,2 a«,3 37,4 . 5+82,5 83,6 85,7 , 5 + 82, 

5+a,,i a^,2 36,3 a7,4-5±a2,5 8^,6 34,7, 5 + 33, 

5+32,1 a3,2 34,3 %»4 '. 5±ai,5 a6,6 37,7 , 5 + a3, 

5+32,1 33,2 84,3 86,4 . 5+ai,5 35,6 87,7 , ^ 5 + 83, 

5+32,183,234,3*7,4.5+81,535,686,7, 5± 83, 



a2,2 a4,3 *7>4 
a2,2 a5,3 36,4 

•a2,2 a5,3 37,4 
a2>2 a6,3 37,4 
a3,2 a4,3 35,4 

a3»2 a4,3 36,4 
a3>2 a5,3 36,4 

a3,2 a5,3 37,4 
a3>2 a6,3 a7,4 

a4,2 a5,3 36,4 

a4,2 a5,3 37,4 
a4»2 a6,3 a7,4 

a6>2 a6,3 ^7>4 
a4,2 a6,3 36,4 

a4>2%>3a7,4 
a4,2 »6,3 a7,4 

a6>2 a«>3 *r»4 

ai, 5 32,6 33,7 



5+83,585,636,7, 
5433,584,637,7, 

5 + 33,5*4,6 36,7, 

5433,584,635,7, 
5432,58^,637^7, 
5+82,585,637,7, 
5+31,534,6*7,7,' 

5 + 31,5*4,6 36,7, 

5+81,584,635,7, 
5+31,583,6*7,7, 

5+ai,5a3,6a6>7> 
5+31,583,635,7, 

5431,583,634,7, 

5 4*1,5*2,6 3? ,7» 
5 + 31,5 32,6 36,7, 

5+31,589,635,7, 

5±ai,5*2,6*4,7» 



5 4 34,1 35,2 36,3 a7,4 . 5 + 
Was die vorläufig noch ausser Acht gelassenen Vorzeichen betrifft, so 
lassen sich dieselben recurrirend durch Indices-Abzählung leicht gewinnen. 
Nehmen wir z. B. das letzte Glied unserer Entwickelung, so haben wir, 
da die zweiten Indices bereits in der normalen Anordnung sich befinden, 
nach §. 2 nur die Complexion der ersten Indices 

4 5 6 7 12 3 
auf die darin vorkommenden Inversionen zu untersuchen. Man hat deren 



^ 
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hier 12 (41, 42, 43, 51, 52, 53, 61, 62, 63, 71, 72, 73); jenes Glied ist 
also mit dem positiven Vorzeichen in Rechnung zu bringen. — Man kann 
übrigens auch eine independente Regel für diesen Zweck aufstellen; es ist 
diess in einer eigenen Abhandlung ^^) geleistet worden, auf welche hier 
einfach verwiesen werden möge. 

Gehen wir nun weiter und verlangen dieZerfUllung einer vorgelegten 
Determinante*) in ein Aggregat von Gliedern, deren jedes als Produkt 
von mehr als zwei Faktoren sich darstellt, so können wir ersichtlich diese 
allgemeinere Aufgabe auf die vorstehend gelöste zurückführen. Um jedoch 
gleich den allgemeinsten Fall zu erledigen, schliessen wir mit Jacobi^^) 
folgendermassen **) : 

Es seien die Gradzahlen der k Determinanten, als deren Produkt jedes 
einzelne Glied der Zerlegung aufzufassen ist, bezüglich k\, k'2 • • • ^^^y 
so das» also 

k'i + k'2 + . . . + k'k = n , - ' 

wäre. Alsdann dürfen je im ersteh Faktor jedes Gliedes ausschliesslich 
Elemente der ersten k'\ Vertikalreihen vorkommen, im zweiten ausschliess- 
lich von der k'i ten bis zur -k'2 ten, u. s. f. Bilden wir dann k Klassen, 
so dass die Zahlen 1, 2, 3 . . . k'i die erste, k'i + 1, k'^ -j- 2 . . .. k'2 
die zweite . . . k'k-i + 1, k'k_i -f- 2 . . . k'k die k'te Klasse einnehmen, 
so können' wir offenbar innerhalb jener einzelnen Klasse beziehungsweise 
k'j!, k'2! . . . k'k 1 Permutationen der darin befindlichen Elemehte her- 
stellen. Jede derartige Permutation werde als Complexion der ersten In- 
dices angeschrieben, während die zweiten Indices in ihrer normalen Folge 
beharren. Hat man so innerhalb jeder einzelnen Klasse alle Glieder ge- 
bildet, so gilt jedes derselben als Diagonalglied einer in das Produkt als 
Faktor eingehenden Determinante, und wir müssen sonach die Summe 
aller auf diese Weise erhältlichen Produkte bilden. Je nachdem die dem 
Diagonalgliede angehörige Permutation der ersten Indices paar oder un- 
paar ist, hat jene Determinante das positive oder negative Zeichen zu er- 
halten. 

Das so eben durch Raisonnement gewonnene Ergebniss Hesse sich nun 
auch in Gestalt einer Sdmmenformel einkleiden. Wir erhalten so, indem 
wir das von Jacobi blos einmal verwendete Summenzeichen ^ S je kmal 
schreiben, den symbolischen Ausdruck 



*) Zur klarereren Einsicht in dieses Zerlegnngsproblem, welches, solange man 
vom Vorzeichen absieht, offenbar auch als eine geometrisch - comhinatorische Auf- 
gabe sich einkleiden Hesse, wäre die Verwendung eines einfachen Lehrmittels, be- 
stehend ans einem quadratischen Kästchen von n^ Damenbrettsteinen , sehr 'zweck- 
mässig, wie wir diess bereits bei einer anderen Gelegenheit 23) angedeutet haben. 
Es ist gewiss charakterisch, dass Jacobi einzig und allein bei dieser Aufgabe die 
ihm sonst allein geläufige Schreibweise des Summenzeichens theilweise aufgegeben 
und — wenigstens in seinen Vorlesungen — auch auf das quadratische Schema als 
Hnlfsmittel der räumlichen Versinnlichung zurückgegriffen hat. 

*•) In der ersten Auflage dieses Werkes ward die betreffende Entwickelung im 
direkten Anschluss an -Jacobi's* Fundamentalschrift gegeben, die zwar sehr concis, 
allein nicht eben sehr durchsichtig ist; hier ward wiederum die Darstellung des 
Collegienheftes zn Grunde gelegt. 



ai'*,' S ± ^ ± Bi"^,+} fti"^,+i . 



Die Bibbtigkeit ctieses Aoadmches and der Znsammeiiliang seiner ein- 
zelnen Bestandtfaeile dürften nach den Toran^gangenen Darlegungen wohl 
nnmittelbar in die Augen springen. 

Die Anzahl der Qberhanpt mSglichen Determinanten -Prodnkte ist 
nl 



k',1 k'jl k'j! . . . k' 1 (n— k'i 



-V-)!' 



wo man sich also unter k], kj . . . alle beliebigen der oben normirten 
Bedingungsgleichimg genügenden ganzen positiven ZaJiIen vorstellen kann. 
§. 18. Ana unserer allgemeinen Formel vermögen wir einen bemer- 
benawerthen Scblnsa zn sieben. Wenn wir eine Determinante nten Qradee 
von der Eigenschaft vor uns haben, dass die m (n — , m) Elemente, welche 
m Reihen der einen mit (n — m) Reiben der anderen Kategorie gemein 
haben, dnrcbNnllen ersetzt sind, so kQnnen wir es dnrcb passende Reihen- 
verscbiebung dabin bringen, dass die linke untere Ecke des quadratischen 
Scbema's in ein Rechteck von m(n — m) Kollen sich verwandelt. Die so 
umgeformte Determinante zerlegen wir nun nach den Anweisungen dee 
§. 17 in ein Aggregat von Produkten aus (n — m)ten und mten TJnter- 
determinanten , indem wir uns strikte an den oben erörterten Hodns der 
Zerlegung halten. So ergiebt sieb ^ ^ 

a3,2 . ■ . a2,m— 1 ^m Bit;ta+i •--&£, 



am,l am,2 • 



Htl «8.! - 



. «,111 



. aiD+i,in+i 

. aii,m-f-i . ■ ■ 

m am-J-i.m-l-l aiii+l,m-(-a . ■ 



. am+i.i 



+ s, 



Arn,! Ibii^' • ■ • teMn aD,m4-l aii,m-i-s . • • an,» 
WO S die anderen Glieder der Summe vorstellt. Nun ist ersichtlich, dass 
der eine Faktor all' der Produkte, aus welchen sieb S zusammensetzt, zum 
Mindesten eine ans lauter Nullen bestehende Zeile aufweist, und jede 
solche Determinante verschwindet nach §. 4 selbst identiscb, so dasa also 
auch S den Werth Null haben mnss. 

Wir erhalten so den bereits im 1. Kapitel (§. 7) erwähnten Zusatz 
des obigen nnei gentlicher weise nach Lap.lace benannten Satzee: 

Wenn alle diejenigen Elemente einer Determinante ver- 
schwinden, welche m Colonnen mit (n — m) Zeilen gemein 
haben, so reducirt sich jene auf das Produkt einer (n — m)ten 
und einer mten TInterdeterminante. 

Hieraus folgt dann aber auch sofort weiter, dass eine Determinante 
stets identisch verschwindet, wexn diiijenigen Elemente, welche n Colonnen 



m 

und (n — m + q) Zeilen (q ^ 1) angehören , sich annnlliren , d. h. es 
ist z. B. 

ai,i . . . ai^ ai^n-i-i ... ai,n 



am— 14 • . . am— l,m am— l^-f-l * • * »m— l>]i 
. • • amjn+l • • • äm^ 



= 0. 



... an,m4-l • • . 9ai,n 

Was das Zeichen anlangt, so ist klar, dass, um die Null- Elemente an 
den ihnen angewiesenen Platz zu bringen, das Vertauschen je zweier Rei- 
hen eine gerade oder ungerade Anzahl von Malen angedauert haben muss; 
im ersten Falle würde also +, im zweiten — zu nehmen sein. 

Dieser wichtige Lehrsatz möge an einei^ Beihe von Beispielen veran- 
schaulicht werden. Es ist z. B. 



»2 

aj 

a^ 



bi 
b2 
bs 
b4 
bö 



C2 

C3 
C4 



M N 

P Q 




»3 bä 

»4 b; 

»5 bö 





ai— M 


bi— N ci 


M 


N 


a>— P 


bj Q cj 


P 


Q 





C3 


as 


bä 





Of 


»4 


b4 





C5 


»5 


b5 



und diese Determinante zerlegt sich sofort in das Produkt 

ai - M bi - N ^3 »3 b3 

a2 - P b2 - Q • ^* ** ^ ' 

^ ^ ^ C5 a5 bß 

denn es waren in ihr die 6 Elemente, welche 3 Zeilen und 2 Colonnen 
gemeinsam waren, durch Nullen ersetzt. Wäre auch noch 03 n: C4 = C5 
= 0, so haltten 3 Colonnen mit 3 Zeilen 9 Elemente gemein, es müsste, 
wie auch aus dem Resultate der Transformation erhellt , die Determinante 
verschwinden. 



In ähnlicher Weise ist 
aj a2 a3 a4 
bj b4 _1 
ci C4 "" 
dl d2 da d4 



^2 dß 
^2 a3 



b4 
C4 



bi 



dz d3 d4 dl 

__ a2 a3 a4 a^ 

" b4 bi 

C4 ci 

Natürlich lässt sich auch bei ein und derselben Determinante das 
nämliche Verfahren oft' mehrmals nach einander anwendeu '*'). So constatirt 
man leicht das Bestehen folgender Identität: 



ai,i ai,2 

»2,1 »2,2 


»ItS »1>4 »1,5 
»2,3 »2,4 »2,5 


»1,6 »l>7 »1>8 
»2>6 »2>7 »2,8 


»1>9»1>10 
»2»9 »2,10 












»3>6 »3>7 »3 »8 
»4,6 »4,7 »4,8 
»5>6 »6>7 »5>8 







Hü 8'6>2 

87»! a7>2 

»8»! »8*2 


»6»3 »6>4 2f6,5 
^fZ »7,4 »7»5 
»8>3 »8>4 a8>5 


»6>6 »6>7 »6>8 
»7>6 »7>7 »7>8 

»8>6 »8»7 »8>8 








^9,1 »9,2 
»10>l ^l6i2 






»9^6 »9>7 »9>8 
»1P>6 »I0>7 »10>8 










[I 



_| »1,9»! »10 
l»2,9 »2>10 



»6>3 »6>4 »6>5 

»7>3 »7>4 »7>5 

l»8»3 »8>4 a«,5 



»3>6 »3>7 »3>8l 
»4>6 »4j7 »4,8r^ 
»5,6 »5,7 »5»8l 

»9>1 »9>2 I I 
»10»! »10>2lj 



*) Im speziellen Falle, wenn nämlich m = 1 ist, geht der Zasatz des L a- 






§. 19. Da dieser Qegeustuid beeonders im praktischen Da 
mer wiederkehrt, so wollen wir noch etwoB läuf 
selben verweilen nnd eine instruktive Anwendung davon msc 
anch durch die vielfach sich bietenden ümformnngen von 1 
eSrnrnUiche in den früheren Paragraphen dieses Kapitels anfgi 
treten uns dabei entgegen. Es soll die Transformation 



_ |x + Pi P2 I 

I Pl ^ + PS + P3l 



begründet ' werden. Man vertausche znnBchst nach §. 4 die 
mit der dritten und hieranf die dritte Gotonne mit der zwei! 
halten so 



:(-l)S 



P2 -1 

1 



Nach §, 8 addiren wir jetzt beziehnngsweiae die dritte 
Zeile zur zweiten and ersten ; hierauf addii-en wir zur zweiten 

dritte nnd mnltipliciren letztere mit pi, wodurch nach §. 7 di 

Das Resultat dieser euccessiveE 





Dm 


gen ist 




i+p, -1 





A - » J+P3 P8 
^ PI -1 1 








Pa 


1 



Pl 



Pl 



P3 



Jetzt werde die vierte Golonne mit pj mnltiplicirt, und res 
und vierte Colonne von der ersten nnd zweiten attgezogen. I 
wird sein 

x+pi —1 

-piPä X+P2+P3 pipj 



A : 



1 

PlP3 







Pl 



Nunmehr tritt der Laplace'eohe Determinantensatz in 
wir finden 

PiPal— PjPs i+pi+Pal * lo P3I Pi Ps I— PiPa »+ 

wie ea ursprünglich verlangt wurde. 

§. 20. Wir gehen nunmehr zn einem anderen Oegene 
Oben (§. 8) haben wir gesehen, dass zwei Determinanten dan 
tores zu einander addirt oder von einandei' subtrahirt werden ki 



plaee'sehen Theoremee in die Elementarwahrheit des §. 6 Qber. 
könnte man aaeh die ZerlegongsB&tze zaeiBt begründen und ans ihiie 
dsB Faktnm ableiten, daas eine Determinante mit zwei gleichen Beih 
wie dieser Weg Tod M. ßeies (Eap. V %. 12) in der That eiage 



Seilen resp. Colonnen bis aafBine UberemBtimmen; wir frt^en 
auch fUr die Multiplikation zweier Determinanten besondere 
, bestehen, oder ob dieselbe unter allen umstanden m&glich 
iciren wir die beiden Determinanten des zweiten Grades 

te wMs ti = <".•■'-"''■■» ("'^'- ■^^■' 

-, so bekommen wir das Produkt 

»ibjCidj — ajbiCjdj — aib^c^dj + EijbiCvidj, 
ann gleich wieder, wie bereits Gauss (Kap. I. §. 10) bemerkte, 
n der Determinante 

[aiC| + a2di aiOj + .ajd2| 

|biCi + b^di biCj + b^d^l 
rden. . 

en wir von diesem Beispiele aus auf dem Wege der Induk- 
so gelangen wir'zn dem bereits von Cauchy (Kap. l. %. 11) 
Mnltiplikätionstheorem der Determinanten; ^s 

'rodnkt zweier Determinanten des nten Grades 
. . an^ und 2 i bj,i . . . bn* ist wieder eine Deter- 
lesselben Grades S ± C|,i - . . on^ und zwar ist all- 

= atibk,! + aubx2 + . . . + ai,n— ibfcn-i + aijibk^. 
Bweise dieses Satzes legen wir die fertige Determinante 
aiiibifj + ■ ■ - + aijibiji . . . ai,|bi],i + a|,2bD,2 + . . . + ai^bo,, 
%ia^i>a + . ■ • + aajibi^ . . , a2,|bii,i + a2,2bn,B + • ■ . + aj^nbmi 



ftn,Eb],3 + . . . + an.nbi^ . . . aii,l bn.l + an^bn'lz + . . . + aii.iibn,i 

die wir, wenn A und A' die ausschliesslich aus den a and b 
)eterminanten sind, durch A" bezeichnen wollen. Durch un- 
Anwendung des §. 8 zerlegen wir A" in eine Summe von n" 
ünanten, deren Elemente alsdann sämmtlich Monome sind. Uan 
n, da sämmtliche nntereinanderstehende Summanden je eines 
on a" mit gemeinschaftlichen Faktoren behaftet sind, dass 
Faktor auch jeder einzelnen Colonne der neu gebildeten 
te verbleiben wird, und setzen wir dieselben sKmmtlich vor 
nanten, so erscfaeinen diesdben ohne Ausnahme mnltiplicirt 
Produkte von n Faktoren. Es zeigt aber der blosse An- 
v", dass die Determinante A' ^^ ■2' ± bi,j ... bnji gerade 
leinen wird, immer mnltiplicirt mit einem n gliedrigen Pro- 
in einzelne Faktoren Elemente der Determinante A sind, und 
tlich immer solche Elemente, welche in den Indices durchaus 
sind. Fassen wir sonach »11' diese mit A' verbundenen Pro- 
amen, so ist zunächst 

A" = A . A' + S, 
rum eine Summe von (n"' — n) Determinanten darstellt. 
eht aber weiterhin ans unserer Zerlegung hervor, dass jede ein- 
Determinanten, sobald wir nnr den allen Elementen einer 
insehaftlichen Faktor entfernt haben, zwei gleiche Seihen hat 
nach §. 4 sich annullirt. Demnach ist S = und A" = A* A'- 
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Dieser Beweis ist eine VeraJlgemei&erang des Salmon'schen'^). ' 
§. 21. Die Wichtigkeit des Gegenfitandes gestattet es wohl, die bei 
dem hier skizzirten Beweise eintretenden Vorgänge an einem speziellen 
Falle noch genauer darzulegen. 

£s sei gegeben die Determinante 

['Htibifi+*]i2t|,ä+a,,abi,3 ai,|b2,i+a,,2b2,2+ai,3b2,3 ai.ibsii+ai.sbsjj+aitgbsjjl 
A"= a?iibi,i+fi2t2b|,2 + aa,:ibj,3 aj.iba.i+aaiaWij+^'.'tsbi.a *2fib3,i+a2,2b3,ä+a2,3b3,3 . 
'^* laaiibi-i+asiS^i-a-t-aa-sbiTS a3,]bi,i+a3,2b2,3+a3,3bi,j as.ibsji+ajjjbjjä+as.jbg.sl 
Durch unsere Zerlegung erhalten' wir dann nachstehendes Aggregat 
von (3^ = 27J Determinanten , welche wir als von den gemeinschaftlichen 
Faktoren bereits befreit hinstellen wollen. Es ist , wenn diessmal nach 
des Zeilen zeriällt wird, 

|l 1 Ij |bi>ib[,zb,,il 

A" ^ »1,1 bi,, a2,i ba,i »3,1 b3,|, 1 1 1 +ai,ia2,aa3,i b2,ibä,abj,i 

'^* |l 1 l| ib3,ll>3,2b3„| 

|bj,ib|,tb|,2{ |biiib|,|b|,'>| |bi,tb],2b|,2| 

+ ain»iia*3ii |bj,ib3,2b2,a| + Bj,,a2„a3,2 |b2,ibj,|bä,i| + a,,,aj,2aj,2 b2,|b2,sb2,2 

N.ibs.aba,!! |b3,ibj,,b3,j| Iba.ibj.zbs.al 

lbi,ib|,3b|,2| |l>i,ibi,ib|,3! 

+ ^iri^'iii^'i P'a.ibj,sb.>,2 + ai,ia2,(83,3 b2,ib2,|b2,3 + amaj^sajis [l 

ib3,ib3,ib3,;)| |b3,ib3,ib3,3| 

|b|,ibi,3b|,3J |bi,ab,,jbi,ij [bi,2bi,ibi,a| 

+ a|,iai,3a3,3 |b2,|b4,sbi,3 + ai,2a2,iaj,, b5,ab2,|b2,i + ai,sa2,]a3,B b2ßb2,iba,2 

Ih3,ib3,3b3,3| Ib3.ab3,ib3,i| |b3,3b3,ib3,a| 

|bj,'.b|,|b|,3[ lbi,jbi,2bi,|| [biijbi^bijjl 

+ ai.2aa.ia3f3 bäi^bBubais + ai,2a2,aa3„ b2.jb2,2^,i + a|,2aä,2aj,2 b2,abj,jb2,',| 

Ib3i2b3,|b3,3] |b3,2b3,;b3,ii Ibsiabaiabs.äl 

ibjiabi.jbi.jj Ibiijbi.jbi.ij |b|,3b|,ibj,a[ 

ba,2b2,ab2,3 + ai,jäaa,3a3,i b2,aba,3ba,ti + aiisaariHa bajsba.ibaJ 
'>3,ab3,jb3,3| ib3,Bb3,3b3,,| - )b3.3b3,ib3,a| 

|bi.3bi.ibi,j| lbi,3bi,abi,,| jbliibi^biJ 

+ a|,3a2,|a3,j bj.jbj.iba.s + a|,3aa,2a3,i ba-sbaöbi^l + ai,2asiia3.3pij*>a,3b2,i 

|b3,3b3,)b3,3| |b3,sb3.2'>3>ii |b3.2b3.3b3''il 

■ tl>i.sbi.3b|,3] jbi,3bi,ib|,ij ' " ,2! 

+ ai.2*2.3*3'3 ibai2ba>3^.s + ^\t3&2'\^ü ba,3b2,|ba,i + ai.3^,2%.3 >2 

|b3,2b3,3bäi3| Ibstsl'Sil^ril rzl 

bi,3bi,2b,,3 jbi,3bi,3b,,,| ,2! 

+ ^1133^11^3.3 |b2i3W>'/''2'3' + ^iTS^Bisaa,) ibi,3b2,3b2,i +.ai,3a2,aa9iB iH 

|b3,3bi,3b3,3| - ,b3,3b3,3b3,i| ,2] 

11 1 11 . 

+ ai,jbi,3a2-3b.,ä »3-31*1,3 1 1 11- 

ll 1 ll 

Von den hier anftretenden Determinanten verschwindet nun die Ite, 
2te, 3te, 4te, 5te, 7tc, 9te, lOte, Ute, 13te, 14te, 15te, 18te, 20te, 21to, 
22te, 23te, 24te, 25te, 26tB und 27te, und es bleibt nnr — im Hinblick 
anf §. 4 nnd 5 — fibrig der Anadiiick 
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|b,,|b,,2b|, 

'^' Ib3,ib3,ab3, 

und, durcb Zusammen fiissang des Aggregates. 

A" = A' . A . 



(ai,ia2,äa3,ä 



+ i 



a3<3%-s + ai.jaj.aag,! — ai,sa2,ii 



m wir den hier besprochenen Satz successive mehrmals 
bringen, erkennen wir sofort die Wahrheit der Thatäache: 
nkt beliebig vieler Determinaaten deaselben 
der eine Determinaate von gleidiem Grade. 

I [c„,ci,2| _ |a|,]b„|+a|,2b|,2 Ä,,jb2,i+a,,2ba,2| |c|„c,,2] 

I ' RuCmI |a2i|bi,|+a2,2b|,2 a2,[bj,,+a2,?b2,!| ' K,(C2,2| 

i.|bi,tQi.i+ftit!b,,jCi,|+ai,,b2„Ci,2+ai,ab2,2C,,2 
■Stibi,! Ol, i+as,2bi,jCi, 1+85,1 b2,]Ci,2+ft2,2b2,2ei,a 
ii|bi,|C2,i+a|,2b|,jCj,i+ai,|b2,iC;,2+a,,2b2,j02,3| 
2.ibi,iCa.i+a2.ab|,iC2,]+a2,ib2,,ea,2+a5,2b2,aC2,2]' 
mnltiplicirenden Determinanten nicht sämmtlich von glei- 
ebäit der obige Satz gleichwohl seine Gültigkeit, indem 
steht, eine Determinante vom (n — q)teii Grade nach 
[. 6 anf den nten za erheben. Alsdann können wir un- 
einer anf Jacobi ^*') zurückzuführenden Weise ao for- 

akt von beliebig vielen Determinanten ver- 
ade ist wieder eine Determinante, deren Grad 
isten unter den gegebenen Graden überein- 
leren Elemente linear aus denen der Paktoren 
itzt sind. 
1 etwa das Produkt 



4 H 




a, 82 aa aj »5 




M N 


<!>. 


IM Kl 


bi b2 bä b, bi, 




P Q 


»»t 


•\p q\ - 


ci Ca Ca Cj et, 
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l.d, 


dl dj ds Ai dj 
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4«6 




ei ej es e^ 66 


01 


Bultat die fünfreihige Detenninante 


a,M -+• a^N aiP + a^Q aj a* ^ 




b,M + bjN b,P + bsQ bj b, b. 




c,M + cjtr o,P + oaQ C3 c, c, 




a,M + d,N d,P + ilj« dl d, a, 




.,M 


+ ejN e.P 


+ ejQ ea e 




% 





Unltiplikationstheorem und seine Oonsequenzen verlassen, 
pressanten Zusammenhanges desselben mit dem Laplace'- 
itensatz gedacht. Dort nämlich entstand durch Multipli- 
jihigen Determinanten eine Determinante vom 2n ten Grade, 
nn die Frage anfwerfen, ob nicht durch geeignete Ope- 
terminante auf einen halb so hohen Grad herabgedrflckt 
!)ass diess in der That möglich, hat — nack Baltzer's 
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Angabe ^^) — Gor.dan ger.eigt. Wir werden sein Verfahren an einem 
speziellen Beispiel hier wiedergeben, indem wir nur den umgekehrten Weg 
einschlagen und heuristisch zu Werke gehen. Es ist*) nach §. 18 





0-0 

-bj,i ~b2,i — b3,i 

""^»2 — ^2>2 ^^>2 
I — t)i,3 — b2,3 — b3,3 

Man multiplicire jetzt die vierte, fünfte und sechste Colonne bezüg- 
lich zuerst mit bi,^, bj,!» b3,i, alsdann mit bi,9, bo,2, b3,2 und zum Schluss 
mit bi,3, b2,3, b3,3 und addire die so umgeformten resp. zur ersten, zweiten 
und dritten. Diess liefert uns 



^ i ^iji^fZHi^ • 5 + bi,ib2,2b3,3=: 



»1,1 ai,2 at,3 

a2,i a2,2 a2»3 

»3^1 a3>2 a3»3 

1 

1 Ö 

1 



= A. 



A = 
























ain 


^n 


»1.3 


&in 


»a^^ 


»S» 


a»'i 


»an 


»s» 


1 


' 








1 











1 



und diese Determinante sechsten Grades reducirt sich ersichtlich auf die 
durch das eingezeichnete Kreuz ausgeschiedene Determinante des. dritten. 

§. 23. Wir haben in den bisherigen Paragraphen dieses Kapitels 
eine Reihe verschiedener Operationen mit den Determinanten vornehmen 
gelernt und haben uns, um mit den allgemeinen Eigenschaften dieser Ge- 
bilde zum Abschlüsse zu kommen, nur noch darüber Klarheit zu ver- 
schafifen, was man unter dem Differential einer Determinante zu verstehen 
habe. Da die dem Elemente ai^ zugehörige erste ünterdeterminante von 



A = ^ ± ai,i . . . an.n nach §.12 gleich 



dA 
dai^ 



ist, so erhalten wir nach 



bekannten Sätzen der Differentialrechnung für das totale Differential die 
Relation: 



dA 



+ 



dA_ 
daj,i 

dA 
dan.i 



dai,i + 



dan,! + 



dA 
dai,2 

dA 
daD,2 



dai,2 +. 



dA 
daij 



dai»n 



dan,2 + 



• . • 



+ 



dA 

dan,n 



dan,n . 



*) Dass auch für willkürliche n die angedeutete Verwendnng des Minuszeichens 
in den ersten n Colonnen ein richtiges Ergebniss zur Folge hat, lässt sich leicht 
übersehen. Ist n :=:■ 2m — 1, so hat das zweite Diagonalglied 

1 + 2 + 3 + . . . + 4m — 3 =: (2m — 1) (4m — . 3) 

Inversionen. Diese Zahl ist ungerade, und zieht man aus jenen Colonnen das Minus- 
zeichen heraus, so tritt vor die Determinante der !^aktor ( — 1) ; das Produkt ist 
also positiv. Ist hingegen n = 2m, so kann man die Minuszeichen als nicht vor- 
handen ansehen; es muss somit auch, w6nn das Eesultat richtig bleiben soll, die 
Inversionen- Anzahl des zweiten Diagonalgliedes gerade sein. Es ist aber diese An- 
zahl gleich 

1 + 2 + 3 -f- . . . + 4m — 1' = 2m (4m — 1), 

so dass also iiuch^hier die Voraussetzung zutrifft. 



enden Änsdrack in Form^ einer Doppel- 



Differential der Determinante 
a; a^ 
b, ba " 



m man nur die resnitirenden Fnterdeter- 
t, 

d,e, (dao) + d,(avCoe5 — ascae,) (db2) 
>s(a-^cjej — asc;e,)(_dd,) + aBb2C2d,(de,) 
ib^cjdi {^%}- 

ne Fr^e wäre Eomit gelöst; wir hatten 
«tznng gemacht, daeg alle hier auftreten- 
Ingig von einander seien. Diese Vorans- 
an lassen. Da der ganz allgemeine Fall 
ente sämmtlich Funktionen von beliebig 
Pruiia noch wenig Bedentang gewonnen 
die einzelnen Elemente als von einer and 
: abhängig anzunehmen und die Ableitung 



die im vorigen Paragraphen entwickelte 
für jeden bestimmten Werth von x sich 
itzt noch gültig ist. Wir bekommen so 



JA 
df" 



irfiohe treten Determinanten von nach- 



auf' ^}. Diese UmformtiEg erleichtert das Geschäft des II 
dem bei der zweiten Porni der Determinante A der to 



qantient ^ — nur die 


beiden Wei-the und 


1 ai 


gemäss hat man 








1 1 


+ 


1 

ei 





X 





§. 25. Ehe wir diess Kapitel achliesBen, mflssen w 
gewisse abgekürzte Beseichnnage weise aufmerksam mache 
Dsterminantentheorie und besonders auch in der söge 
Algebra vielfach mit Nutzen angewendet wird. 

Gesellt, es sei uns bekannt, die Determinante A = 
verschwinde nicht allein selbst identisch, hindern es sei d 
für sämmtliche nach den Elementen ihrer dritten Zeile ge 
Unter determinanten, so mUssten wir eigentlich diese Gesain 
Sachen durch gleichzeitiges Anschreiben der i Identitäten 



a.2 »3 



bi h 



\<h Ca C3I 



''I = fö Sl 



[•i %| _ 1«! 

Jbl bj| - |b. 



?• 



ausdrücken. Dm die hieraus entspriDgeiiden Inconvenieni 
haben neuere — insbesondere englische und italienische 
eine besondere neue Bezeichnung eingeführt; sie Schreiber 

- ^ Ik b, bsi! - ** 

und nennen diess Symbol eine Matrix. Wenn wir die 
allgemein fassen, gelangen wir zu folgender Definition: 
Unter der Matrix oder nnToliständigen De 



%.J ■ 






(m < n) 



am^l ain,2 • • . amtU I 

verstehen wir die Gesammtheit alle 
Dnterdflterminanteu mten Grades, ^ 
Determinante 

ai,i . . . a 



r derjenig 
eiche aus 



aiii,i am^ . 
aii,i an^ . 



• aii,n 



n kßanen, 
rde. 



daBS ein erster Index q > i 



IIa, aj »3 84 asll 
llbi ba b3 b. bBll 
ninanten zweiten Grades 

h\ K h\ k ajl |az h\ I»! ^öI K »il ^3 ^1 \H H\ 
b,| |b, bi.1 [b, bj] |b, bj .|ba bj Iba b,! ib3 bsi |bt b^i' 
Infreibigen Determinante 2 ± a|b3C3d4eQ durch Weg- 
tzten Horizontalreihen zu bilden sind. 
in aach ein, dass an der Matrix gewiESe Operationen, 
pliciren, sich in ganz ähnlicher Weise vollziehen lassen, 
dichen Determinanten, Dass Oberhaupt mannigfache 
Symbol sich knüpfen lassen, erhellt a. a. ans nachstehen- 
eilen nnd (n + 1) Colonneu bestehende Uatrix 

I Affi 'a],j . . . ai^ ai^+i 

I ^'i «2.3 • ■ ■ ^M aiji+i 



SiD,) an,! an^s . 

die Determinanten-Entwiekelung 

Ami älA+l 



■ ak^ a^D-f-i 





«M »1,1 . 


. . aui_i ai^ 




aj,i aj,2 . 


. aaj,-i aaji 


- f . . . + 






(- D" aM+i 


ak.1 ai,,a . 


. . ak,n-i afcD 




an,i a^B . 


. aiy,_i aiMi 



• ■ aii,n auji+i 

sitive ganze Zahl ^ 1, ^ n verstanden. 

2 wirklich so verhalt, folgt leicht ans dem in §. 12 zu- 

jbrsatze. 

anz allgemein zu Werke gehen wollte, kannte man 

8 Lehre von den 'anTollBtttndigen Determinanten gSnz- 

stellenl indem offenbat die gewöhnliche Determinanten- 

Tnterfall enthalten ist ; man braucht nar in der oben 

tion die beiden Zahlen m nnd n mit einander zu identi- 

nniverselle Theorie der nn vollständigen Determinanten 
gegeben worden. 

VermiBchte Üntersnehnogen zar Geschiebte der roaUiBmatischeii 
lig 1876. S. 243. - 2) Baltzer, Theorie und Änwendong der 
ig 1875. 8. 6. -~ 3) Dietmann, Einleitung in die Lehre von 
nd ihrer Anwendung- aaf dem Gebiete der niederen tiathematifc, 
4) Baltzer, S. 7. — 5) Becker, üeber einen FondameDtal- 
Bntheorie, Zeitachr. f. Math. o. Phys. 16. Jahrg. S. 530 ff. — 
DDBtratip elimiufttionis Cramerianae, Lipsiae 1811- — 7) Baltzer, 
'knngen, Leipziger Berichte 1873. S. 533. — 8) Stndnicks, 



• w^^i" 
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Determinantensatz, Prager Berichte 1873. S. 842. — 9) Schaler, Arithmetik und 
Alffebra in philosophischer Be^^ündong, Leipzig 1873. S. 98. — 10) Günther, 
Didaktische Bemerkungen zur Determinantentheorie. Zeitsphr. f. math. u. naturw. 
ünterr. 6. Jahrg. S. 138 ff. — 11) Müller, Kurze und schulgem&sse Behandlung der 
Determinanten, Metz 1876. S. 2. — 12) Briefwechsel zwischen Gauss und Schu- 
macher, herausgegeben von Peters, 6. Bd., Altonal86d. S. 106. —13) Glaisher, 
On the Problem of the eight queens, Philosoph. Magaz. 187^^. December. — 14) Ja- 
eobi, De formatione et proprietatibus Determinantium, Journal 7. d. reine u. angew. 
Matbem. 22. Band. S. 293. — 15) Mansion, iSl^ments de la th^orie des dlter- 
minants d'apres Baltzer et Salmon, Mons 1875. S. 20. — 16) Weyrauch, Zur 
Theorie der Determinanten, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 74. Banu. S. 273 ff. — 
17) Mo uro, Baltzer on the number of terms in a determinant with a vanishing 
diagonal. Messenger of Mathematics 1872. S. 38 ff. — 18) Weihrauch, Zur 
Determinantenlehre, Zeitsehr. f.- Math. u. Phys. 19. Jahrg. S. 420. — 19) Baltzer, 
Math. Bemerk. S. 534 ff. -— 20) Albeggiani, Sviluppo di un determinante ad 
elementi binomi, Giomale di Matematiche, VoL X. S. 279 ff. — 21) Id. Sviluppo di 
un determinante ad elementi polinomi, ibid. Yol. XIII, S. l ff. — 22) Günther, 
Das allgemeine ' Zerlegungsproblem der Determinanten/ Archiv d. Math. u. Phys. 
59 Theil. S. 130 ff. — 23) Id. Die mathematischen Lehrmittel der Mittelschule, 
Zeitsehr. f. d. Bealsehulwesen, l.^Band, 8. 43. — 24) Jacobi, S. 299. — 25) Sal- 
mDn, Vorlesungen zur Einführung in die Algebra der linearen Transformationen, 
deutsch von Fiedler. Leipzig 1863. S. 68. — 26) Jacobi, S.312. — 27) Baltzer, 
Determ. S. 54 ff. — 28) -Günther^ Darstellung der Näherungswerthe von Ketten- 
brücken in independenter Form, Erlangen 1873. S. 88. — 29) Trudi, Teoria dei 
determinanti e loro Applieazioni, NapoH 1862. 



<i^äat]ier, Petenninanteotbeorie. 2- AuH. 



Kapitel III. . 

Determinanten von besonderer Torm. 

Differenzenprodnkt, adjongirte Determinanten, symmetrische nnd 
symmetrale Determinanten *). 

§. 1,. Es seien n willkUrliche Tcfme aj, »2 - ■ . an gegeben und deren 
HBmmtliche Differenzen in dem Sinne gebildet, dass immer der hßhere Index 
dem Minnenden angehört. Es wird deren im Ganzen 

l + 2+...+n = -|-(n + l) 
geben. Das Produkt dieser Differenzen, also der Anadmck 
P = (aj— ai) (aj-ai) . . . (an-i-aj) (a„— a,) X 
(aj— aj) . . . (a"-!— aj) (ao— aa) X 



(an-i 



-.)( 






hat nun die bemerkenawerthe Eigenschaft, der Determinante nt«n Grades 
' %• aj* . . . ^"-^ a 
aj« Ba' aj' . . . aa"-* a 



a"-» a"- 



gleich zn sein, wie diess znei-st fUfden speziellen Fall n = 3 von Van- 
dermonde'), allgemein dagegen von Cauchy*) bewiesen wurde. 

.Wir führen den Beweis , indem wir von der Determinante A aus- 
geben. Eb ist klar , dasa A nar eine algebraische rationale ganze Funk- 
tion der darin vorkommenden n Grössen sein kann, und zwar wird die- 
selbe, da jedes Glied der ausgerechneten Determinante je eine Potenz vom 

Grade bis (n — 1) enthält, vom Grade - (n — 1) sein. Denkt man 

sich allgemein die kte Zeile von der iten (k < i) snb^rahirt, so erkennt 



*) An sich würden anch die sagenanntea Ketten bmchdeterminanteD ihres cha- 
rakteristischen Baues halber hier mit uafznzählen sein. Weil dieHelben jedoch eine 
ganze Disciplin der algebraischen Analjsis nnter einer nenea^ Form darznatellen ge- 
statten, haben wir deren Theorie einem selhststfindigen Kapitel (dem ffinfteo) über- 
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man, äasB die jetzige i te Zeile auascIiliesBlich Binome der Form (% — a^ ) 
enthält, d. h. narl] §. 7 ist A durch (ai — a^) ohne Rest theilbar. Da i 
und k alle Wertbe zwischen und n annehmen kOnnen , ib moss noth- 
wendig 

A = AP 
sein, anter X einen constanten von den a unabhängigen und tHr alle 
Grade gleichen Paktor verstanden. Nun ist aber 

d, h. A n: 1, womit dieser Satz bewiesen ist. 
Ganz ähnlich lässt sich zeigen, dass 
»i' aj' a,3 . . . ai"-! 



ist ^). d ist jetzt eine Funktion des Grades — (n + 1). Nimmt man nun 

an, es sei etwa ai = ak , so werden zwei Zeilen gleich und d verschwindet, 

es maaa also durch (at — ak) tbeübar sein. Vorläufig haben wir somit 

d = MP, 

wo M gleich f(ai,ai... an) vom Grade |— (n+1) — — (n — l) = nj sein 

wird. 

Diese Bedingung ist ersichtlich nur dann zu erfüllen, wenn man 

U ■:=■ /7ah setst. 

h=l 

Die hier gegebene Deduktion ist die einfachste und zugleich kürseste, 
welche sich denken lässt, veratattet aber keinen so unmittelbaren Einblick 
in das Wesen der Sache, wie jenes Beweis verfahren, welches wir jetzt noch 
am speziellen Beispiel darstellen wollen. In der Determinante 
1 a a> 
, _ 1 b b^ b3 

^ - 1 C2 C3 
1 d d* d3 

subtrahireu wir die vierte Zeile von der dritten, die dritte von der zwei- 
ten, die zweite von der ersten und bekommen 

laa— a, a2^— ai^ aj^— a,»! h=4 ll &i+a^ aj^ + ajai + aj^l 

A = Us—as aj^— aj^ ag^— aj^ =//(ah — at-i) |l »s+aj aa^+agaa+aa'^l. 
[ai—ag a^^— aa* aj^— as^] ^-"^ |1 aj+aj atS+aiaa+ag^j 

Ein analoges Verfahren liefert mit Berücksichtigung von §. 6 
asHaaaa— ttjS— asai I 
a4^+a4a3— aa^— asa^ I ' 
jetzt lässt eich resp. (aj — e^) und (a^ — a^) vor die Determinante setzen, 
30 dass , 



A = /7(ai 



-0 ■ 



• :*5^.« ,' 



6d 

Denken wir uns diesen Werth oben eingesetzt und hierauf mit P di- 
vidirt, so stellt öich uns der Quotient dar als eine algebraische Summe 
aus n Summanden, deren allgemeines Glied gleich ^ -^ 

■ — -* 

(a»— ai).(a8— a2) . . . (ae — as-i) (as-i-i — ag) . . . (an-i — as) (an— ag) 

ist. Führen wir diesen Ausdruck ein, so nimmt der ganzzahlige Quotient 
die scheinbare Bruchform an, wobei ( — i)nf8-2 entsprechend verein- 
facht ist: 

B=n - ( — 1>+'8 oq 

g ; ^ ^ s _-___«»___^ 

8=2 (as— aj) . . . (a« — ag-i) (ag+i — ag) . . . (an — ag) * 

q 
Diese Summe, für welche Nägelsbach *) das Symbol (ai . . . an) 

in Vorschlag gebracht hat, scheint hier in übersichtlicherer Form darge-. 

stellt zu sein als bei Baltzer^), welcher dafür das Bestehen 'der Eelation 

* q 8s=n aj ß=n 

(ai . . . an ) = S -— (fx = 77 (x— ag )) 



8=1 f'ag 



8=1 



nachgewiesen hat. 
So wäre z. B. 



1 2 16 




12 4 


13 81 


• 
• 


1 3 9 


1 5 625 




1 5 25 



16 



81 



+' 



625 414 

= ^r-=69. 



(5— 2)(3-2) (5~3)(3— 2)^(5— 3)(5-2)"" ß 



Die Funktion (a^ ... an) könnte auch durch die Funktionalgleichung 

q+l q / ^* 

V (a^ . . . an) = (aj . . . an— i) + an (aj . . . an) 

definirt werden, deren Richtigkeit sofort aus der obigen Summenformel 
hervorgeht» Denn betrachtet man blos die allgemeinen Glieder, so ist er- 
sichtlich , 

* (—1)11+8 aq+i 

(ag — ai) . . . (as ; — ag— i) (ag+i — ag ) . . . (an-i — ag ) (an — ag ) 

__ (— l)'^+8^i a^-i [ag (an — ag ) — an ag ] 

(ag — ai) . . . (ag — ag— i) (ag-f-i — ag ) . . . (an— i — ag ) (an — ag ) 

_ (— l)'^+8-i aj 



+ 



(ag — ai) . . . (ag — ag— i) (ag+i — ag ) . . .'(an— i" — ag ) 

(-1)^+^ aj 



(ag — ai) . . . (äg — ag— i) (ag+i — ag ) • . . (an— i — ag ) (an ' — ag ) 

Vermittelst dieser Relation hat Nägelsbach (s. o.) die ganz allge- 
meine Determinante 

2 i ai«»t a2™« a3™» . . . an*"» 

in eleganter Weise umformen gelehrt. 

§. 3. Unter den Determinanten von spezieller Form sind weiterhin 
besonders wichtig die adjungirten Determinanten, welche folgendermassen 
definirt werden. 



i A — 5 + ai,i »2,2 . . . 
"= ""■'eher die folgeudi 
dA 



beliebige Determi- 



_ dA 



dA 

danj 



Dann eagt man, die Determinante A' sei der 
A adjuugirt. 

ck rtihrt ursprünglich vonQaass her, in seiner jetzigen 
m Canchy (Kap. I. §. 10 und 11). 
wir A mit A', so erhalten .wir nach Kap. II. §, 20, in- 
dtliche Snmmen zwischen den Grenzen 1 und n genom- 



A_ 
ai,k 

A^ 

!^_ 

la3ji 



S|^.-SJt» 



[dA 



ai,k 



SdA 



Sil 



SdA 
dl,:.'-'- 

SdA 
dJS'" • 



; der Bitten Diagonalreihe hat nun die Gestalt 
dA 



CdA'' 
Öi — ak 



dA , dA 

dai.1 dai,2 



■ + au 






Glied stellt nach Kap, ET, §. 13 die Determinante A 
beliebige andere Ellement' iat dagegen von der Form 



äA- 



+ 



! — 



+...+«* 



dA 



äner Stelle bemerkt wurde. Es reducirt sich also (Kap II. 
lante auf ihr Anfangsglied, nnd man bat 

AA' = A° . 
en wichtigen Lehrsatz: 

;irte Determinante einer Determinante vom 
die (n — l)te Potenz dieser letzteren, 
z. B. 



%.a 



i adjungirtc Determinante von 



= A' = A^-' 



d 
e f 
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A' = 



d 
e f 


C 

f 


c d 
e 


b 
e f 


a b 

f| 


a 
e 


b 
d 


a b 
c 


a 
c d 



= ad(adP + bcef) + bc(adef + bce^) — bd(acef — acef) 
= a2d2f2 + 2abcdef + bVe^ = A^ = A^-^'. 

§. 4. An den so eben bewiesenen Satz reiht sich naturgemäss eiii 
anderer- allgemeinerer an, dessen Beweis — ebenso wie der des vorigen — 
von Borchardt^) herrührt; wir gestalten dessen äussere Form nachdem 
Muster nm, welches unlängst von Hoza^) aufgestellt und durch Anschau- 
lichkeit ausgezeichnet ist. Es sei wiederum 

A = :^ ± a„i . . . an^, A' = 2 ± ^^ ^^ ' 



^ dai,i ^ dan,n 

von letzterer Determinante bilden wir durch Aushebung' von r willkür- 
lichen Zeilen und Colonnen die (n — r J te ünterdeterminante rter Ordnung 



A'r = 



dA dA 



dapi.q, 


dap„q. 


dA 


dA 


dap^q» 


dap„q, 

• 


dA 


dA 



dA 
dap,.q, 

dA 
dap^q^ 



dA 



dap,q, dapy q. 



dapr,qr 

und führen dieselbe mit Hülfe des L a p 1 a c e'schen Satzes (Kap. 11. §. 18) 
in nachstehende Form über : 



A'r = 



dA dA dA 


dA dA 
* da da 

Pi. <li— 1 Pi, Qi+l 


dA. dA dA 


da "da da 

Pt* Ol Pif Qr Pi* ^ 


da da ' * * da 
Pi. q»— 1 Pi, qi+i Pw n 


dA dA dA 


dA dA 


dA dA dA 


da ' * ' da da 

'Pr,q, P^.q^. P^. 1 

1 . . 
. . 


da da 

P . Ol— 1 P , Qi+l 
r r 

. . . . . 
.0 


da da * ' da 
p . q«— 1 P . qa+i P • n 

..." 
... 


0.. 
. . 


. 1 
.0 1 


... 
... 


0.. 
. . 


. 
. 


1 ... 
1 ... 


0.. 





. . . l(n-r) 



Andererseifs kann man auch durch einfache Eeihenvertauschung der 
letzterhaltenen n reihigen Determinante die folgende vqin gleichen Grade 
gegenüberstellen : . 



■ Bipi^-i ap„q,+i . ■ . ap^,— 1 ap„qi+i • 



aj.qr «u 






■ apr,«^i apr,i.+' ■ 
ai.?,-i ai.q,+t ■ 



am^ an,! . . . an^,-! aD,q,+i ■ - • aii,q,— i aii,9,+i • . . i 
BD wir diese beiden Determinanten nten Grades mit ein- 
en uns dabei die Besaltate von Eap. 11. §. IS stets gegen- 
Iten wir 

a^x ■ • ■ ap„9,-i ap„q,+i . . . ap,^-i ap,^+i . . . ap^ 
ftppi . . .. ap,q,-i ap,i+i . . . ap,^-i ap,q,+i . . . ap^ 
■ ■ • ap«qi-i ap»qi+i • ■ ■ »p„qi— i »»h^i+i - ■ ■ ^ft^ 



{\ apr_i 



■ apt,q.-: 



apr,9.+i 



■ ap,^q.-t ap,q,+t 



■ ai.ijj-j a],^-f 1 . . . ai^— 1 

■ asfli-i aj^+i . . , ag,q^i 



ai.'j.+i 

»Mi+l 



1,1 .. . ap,_i^_i ap,-i^+i . . . ap,_i,i],-i ap,-i^+i . 
ap,+i.i . . . ap,+i^-i ap,+i,q,+i . .. ap^^-i^-i ap.+i,q^i . 



.ap,. 

• ap.+iji 



ap,-i,i . . . ap^i^_i ap,_i^+i . 

ap,+i,i . . .-api+i^-i ap,+i^+i . 



- ap,-ifl>-i »p,-i,q,+i • • • ap,-w 
■ *Pi+i.4i-i ap,-|.i,q.+i . . . api+iji 



aii4 . . . an,q,— I an^-i-i . . . an^q^— i an^^- 1 ■ ■ ■ aii,ii 
wir diese neae Determinante nach dem Laplac«' sehen 
ileibt nns bei geeigneter Berücksichtigung des Vorzeichens 
ninante An-r 

'AA'r = A'An-^, A'r = A'-'An-r. 
lautet dieser Satz: 

Unterdeterminante N einer adjungirten Deter- 
gleich der (r — l)ten Potenz der ursprfingliohen, 
lit derjenigen ünterdet'erminante der letzteren, 
der Entwickelung dem Coefficienten von N ent- 

m&ge diesB an der Determinante A = -^ ^ ai,i aj.a 83,3 a«,^ 
irden. Von der Cnterdeterminaate A'a = 5 ± x — ^ — 



en wir 


das Piodokt 








dA 
d>,„ 
dA 
d«ä„ 


dA dA 
dai,3 dai,a 
dA dA 
dajjä daj,2 


dA 

dA 
d»3,4 




ai.iaitiairtai.* 
äj,ia3.3«s««s.l 





1 







aa.t«s.3aa«ae^ 








1 




«i.jiw.aatisairf 




Ü^^TTiT 
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S 
S 



dau 
dA_ 

ai>4 



ai^ 



ai^c 



s 

s 



44, 

daijc 

dA 
da8.k 

a3»2 
a3>4 



as^ 



aa^ 



s 
s 



dA 
dai^ 

44_ 
dasjc 

a2>2 
a2»4 



a2^ 



a2^ 



s 

SdA_ 
das^ 



dA 
dai'k 

dA 
dasji 



a4^ 



a4,]c 



wobei wir ans wieder die Smnmen von 1 bis 4 ausgedehnt denken müssen. 
Da nun nach Kap. II. §.13 



^damjk 



a2>2 
|a^}4 



a4>2 

^4*4 



'dam^ 
ist, so erhalten wir zom Schlnss 

A'2A = A*-* 

in der geforderten Weise. 

Die bislang in der Lehre von den adjangirten Determinanten vorge- 
führten Beweise beruhen sämmtlich auf einem . an sich höchst eleganten 
Kunstgriffe, der jedoch auf den ersten Blick etwas Befremdendes haben 
mag. Wir reproduciren deshalb hier noch weiter das Verfahren von 

Studnicka*), welches einzig und allein durch direkte Zerlegung der 
Determinanten zum gleichen Ziele gelangen lehrt ^). Nur werden vrir die 
am speziellen Falle fortschreitende Darstellung entsprechend verallge- 
meinern. 

Es ist, wie wir wissen, 

dA 



A = ^ + ai,i a2,5 



• . • 



an^n = ai^ 



+ aii,k 



daix 
dA_^ 
daii,k' 



+ au 



dA 
dai,k 



Diese Gleichung lässt sich auch so umschreiben: 



/ 



A»-' = aijk 



dA 



A"-* + ... + au 



dA 



,n— 2 



+ . . . + Sn^ 



dA 



n-2 



daijc '*dagc danjc 

Nehmen wir jetzt den oben ausgesprochenen Satz als bereits bewiesen 
dn, so gelangen wir zu nachstehender Identität: 

aaA--* = 5±^^ dA dA dA dA dA 



dai,i * * dakjc+i dak+i4t+2 * ' ' dai— 14 dan-M+i ' * ' dan^' 

Denkt man sich die entsprechende Belation für ai^, ap,q, ap,kt ai^q 
gebildet und auf der rechten Seite durchaus nach ersten ünterdeterminan- 
ten entwickelt, so kann man offenbar setzen: 



*) In einem Referate des Berliner „Jahrb. f. d. Fortschr. d. Mathem.^ war 
jenes Yerfahien ein indoktorisches genannt worden. Diese Bezeichnung trifft jedoch 
nicht YolUg das Wesen der Sache, vielmehr ist die Grandidee folgende: Gelangt 
man von einer hypothetischen Annahme durch richtige Schlüsse zu einer bereits 
bekannten Thatsache, so ist jene Annahme verificirt. Das ist abe^ nicht eigentlich 
Induktion, sondern Analyse im Sinne der Blementargeometrie. 



. 1 - äA 


ii'lA 


d A_ _ _ 


. + etc. 


" d.„ 


d«..! 


daj,g 




.-> = ^^ 


J+4A_ 


dA^ 


. + etc. 




da,,, 


da2,j 




,-._ 'iA 


:s + äA 


dA 


. + etc. 


a«M 


da,,i 


daj,2 ■ ■ 




.-, _ äA 


:. + 4^ 


d_A_ 


. + etc. 


d«H 


' da,., 


d"aa,; 




tzt von dem 


Prodakte d 


r beiden 


ersten Gleichungen 


len lebiten ab 


80 bleibt 







dA 
du 


dA 
da» 


dA 
da,,q 


dA 
dap,. 






andererseite die adjungiite Determinant« A""' nach 
in Aggregate von Unterdetermioanten dee 2 ten und 
les, Bo iat 

1*A dA 1 

dA dA • ** ^ .da„i da^.j ^ • ' 

Idatq dap,qi 
ranssetzang, 

dA dA I 
__ aaf,k dap*! lau ap*] . „_3 ^rdA dA_ ^^ 

dA dA l*i.i »m! ' * dai,i daa,a " " ' 

dai,q dap^l 
b unmittelbare Comparation ' 

1^ ^*|a''-«=^+— — . . ., 

lai^ ap.ql dai,i dojij 

reclitsBteb enden Determinante alle mit .- — - und ^ — 
dau dap.q 

stehenden Elemente anazuaoheiden Bind, 
in gleicher Weise fort zn zerlegen, so gelangen wir end- 
ts bekannten Relation 

dA 
],ä . . . «tk+i ait+iA+a . . . ai— u ai+u+i . . . an^ rr t — , 

'ertigt sich anch die obige Voranssetzung. 
iher gestaltet sich bei Stndnicka die Sache"), weil er 
linante A = .T + A, B2 . . . Kn-i Im sich ansschliess- 
Horizontalreihe hftlt. 



^, _ , lA dA dA dA dA dA 

~ ■ ^ dÄ, dB, dCa dD« ■ ■ dKn-i dLn ' 

* ~ ^ dBj dCj dD, ' ■ ■ dKn-i dLn ' 



A* ^ ± A, B2 Ca . . . Jn-2 = -S ± ; 

A^ 5 + A, B2 C3 . . . Jn-2 K„_l = 



dl™' 



§. 6. Wir gehen nnnmehr za einer anderen besonderen EI 
Determinanten Über, za denjenigen uitmlich, welche man symm« 
nennt. Die Definition einer solcben Determinante ist bei Zngrunc 
nnserer Bezeicbnnngs weise durch die Relation ak4 ^^ at^ gegeben, 
also natUrlicb die Diagonalelemente Sm^ nillkarlich bleiben. Deb 
diese Festsetzung ancb aaf die andere Diagonale ans, so können 
geometrisehea Kennzeichen der Symmetrie folgendes angeben: Bin' 
minant« ist dann ^mmetriscfa , wenn jedem beliebigen Elemente 
deres ihm gleiches in der Weise zugeordnet werden kann, dass il 
hindDDgslinie von einer der beiden Diagonalen senkrecht balbirt n 
sind etwa 

ja f k n p 



!k g c h n: 

In 1 h d i 



ci bi »1 

V2 »2 bi 

83 bj C| 

bä Ca dl 



|p q m 1 

sjmmetrisch. Hau -erkennt sofort, dasa jede einer symmetriscl 
termioante condiagonale TInterdeterminante (Kap. II. §. 16) eelbsl 
eine solche ist. 

Eine symmetrische Determinante mnss stets entstehen, wenn n 
wiUkDrliche Determinante in's Quadrat erhebt. So ist z. B. n 
Mnltipti kationsregel 

I a,^+bi'+Ci* a^aa+bibj+ciCa a,a3+b,b3 
a|aa+bibi+CiC2 a2^+V + C2* ajaa+bijba 

ViajbjCäl/ t*L»s+b|b3+c,C3 a2a3+b2b3 + C2C3 89*+ Vh 

Diese Thatsaehe ISsst sich leicht ganz allgemein festatellei 
setzen wir die durch Multiplikation einer Determinante A = ^ ± tHri 
mit sich seihst entstehende neue Determinante A' "^^ ^ i biil • 
so ist ersichtlich 

hu = 11,1 »fci + Ha «M + ■ . . + Oi^ B-^, 

ik4 ^^ ak,i ai,i + B.t,2 au + ■ ■ ■ + »to ai^t 

also btA = bk4i d. h. die Determinante A'-ist symmetrisch. 

Wir kSnnen ans diesem Faktum noch einen weiteren nicht ni 



/|aib,C||\! 
I k bj C2 I : 
Vjaj bj C3I/ 



l^it 
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gen Schlnss ziehen, wenn wir aaf einige von Seeliger^^) über Potenzen 
von Determinanten bewiesene Sätze zurückgreifen. Der genannte Mathe- 
matiker hat die pte Potenz einer Determinante A = -^ + a*!»! • • • 3*11,11 
in Form einer gleichreihigen Determinante 2 ± Ai,i . . . An^ dargestellt; 
es ist nämlich ihm zufolge 

B,-l 8,_1 Bp^-l Bp.2-1 

Der Beweis hiefÜr lässt sich leicht durch Induktion erbringen, denn 
setzt man A**"^^ = ^ ± ai,i . . . an,n . 2 ± Ai,i . . . An,n — ^Hh B£,j . . . Bn,n) 
so ist 

s .=11 ^ 

P— 1 



^ ~ «^ =l^H-i *^P-l 



P-l 



und setzt man für ^i^ seinen Werth ein, so folgt 

B,=n •,=11 Bp_2" »p-l=" 

Der nämliche Werth geht aber aus unserer hypothetischen Annahme 
Bi^ hervor*). — Tröten wir nait den soeben erworbenen Kenntnissen an 
unsere symmetrische Determinante heran, so können wir allgemein s^ mit 
Sp^„ Vortäuschen und finden so . » 

(p-i) * (p-i) 

Auc = 2 ak^ w^p_i ag^B«* • •%-2**p-i ~ ^ ^***» **^p-i ^^*» • • • ^''p-iVa^'^*'*' 
d. h. in Worten: 

Jede Potenz einer symmetrischen Determinante ist wie- 
der eine solche. « 

Nun ist, wie wir sahen, ^ das Quadrat jeder willkürlichen Determinante 
symmetrisch, also gilt der Satz: 

Jede gerade Potenz einer beliebigen Determinante ist 
eine symmetrische Determinante. > 

Symmetrische Deterniinanten lassen immer eine einfachere Darstellung 
in geschlossener Form zu, als gewöhnliche, insofeme nämlich bei der Ent- 
wickelung verschiedene Glieder sich in Eines zusammenziehen lassen. 



*) Als Beispiel möge die Berechnung von /\> = (^ 4^ ai,i a^zlfi dienen. 
Es ist 

Bi=2 S,=2 

Ai,i = ^ ^ ai^ ai,ßj-a«^j = a3i,i + ai,i aj,^ a2,i + ai,i a?i,2 + a?i,2 ^,2, 

81 = 1 B,= l 
Sts2 S,= 2 

Ai,2 = 22 a2,8,ai^B8,^ = a?i,x &291 + aj,i ^t ^lii + ^hu ««»i a2,2 -h ai,2 a^,2i 

Bl=l 8,=1 
81=2 S,=2 

Aj,! = ^ 2* ai^;a2,8ia8yB, = a2|,i ag,! -f- a|,2 9,^a -t ^ui ^m »2.2 + ai>t »^«»«t 

St = l B,=l 
B,=2 8,=2 

A|,2 = 22 a2,gs a2A as^B, = ai,i. a^,i + ai,2 a2,i a2,2 + a^,i a2>2 + »W 

ßl=l 8,=1 - 

Diese Resultate lassen sich durch direktes Ausrechnen leicht veiüiciren. 
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B 


eispiel 


1. 




a 


b 




b 


d 




c 


e 


Beispiel 


2. 




a b 


c 




a c 


b 




b c 


a 




c b 


a 






c 
e 



= adf - ae2-— c^d — b^f + 2bce. 



— a* + b* +' c* - 2a2b2 - 2a''c2 — 2b2c2. 



§. 7. Es liegt nahe, zu der Symmetrie einer Determinante noch ir- 
gend welche andere von deren Elementen zu erfüllende ßedingiingen hin- 
zutreten zu lassen und zu untersuchen ; welche Relationen sich daraus er- 
geben. Einige solche Fälle sollen jetzt untersucht werden. 

Es werde zunächst üngenommen, die Summen aller Elejnente ein und 
derselben Beihe verschwänden identisch. Dann ist für's Erste ersichtlich,, 
dass der Werth der Determinante gelbst Null sein muss, indem durch ge- 
hörige Zusammenfassung aller Elemente der nämlichen Beihe diese selbst 
durch lauter Nullen ersetzt werden kann. Dann aber können wir noch 
Folgendes aussagen ^^) : 

Bestehen für die Elemente einer Determinante die bei- 

q=n 

den Relationen agc = ak^ und S ai^q ^= 0, so sind sämmtliche 

q=l 

erste Unterdet^rminanten derselben dem absoluten Werthe 
nach einander gleich. 

' Betrachten wir zwei willkürlich ausgewählte dieser ünterdeterminan- 



ten, etwa 



•^A. ,nd ^A 



80 erhellt aus dem Begriffe einer symmetrischen 



dap,q dar^ 

Determinante sofort, dass sämmtliche Zeilen der einen mit sämmtlichen 
Colonnen der anderen übereinstimmen müssen, jene einzige ausgenommen, 
in welcher sich das dem Entwickelungs-Co6fficienten der Unter determinante 
gleiche Element befindet. Addirt man also zu den Elementen jener Zeile 
alle übrigen entsprechenden, so reduciren sich diese Summen nach der 
zweiten aufgestellten Bedingung der Beihe nach auf die Elemente jener 
Golonne, d. h. die beiden Determinanten sind ihrem Werthe nach einander 
gleich. ' ' . ' - 

Es sei z. B. in der Determinante 



A = 



a+f-J-k-hn-hq =J +b-hg + l-hp = k-|-g-fc-|-b+m 



a 


f 


k 


n 


q 


f 


b 


g 


'1 


p 


k 


K 


c 


h 


m 


n 


1 


h 


d 


• 

1 


q 


P 


m 


• 

1 


e 



= n + 1 -h 

Dann ist etwa 

f 

g 
1 



h-hd + i = q4-p + ln-i-i + e=0. 



dA 



k 


n 


q 




a 


k 


n 


q 


c 


h 


m 


dA 


f 


g 


1 


p 


h 


d 


• 

1 


df ' 


k 


c 


h 


m 


m 


• 

1 


e- 




q 


m 


• 
1 


e 



dl 
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nnd man erkennt, dass die erste, zweite und vierte Colonne der ersten 

e bezüglich mit der zweiten, dritten und vierten Zeile der 
tisch sind. Behandelt man die erste Zeile der letzteren in der 
1 Weiae, so bekommt man 



dA . 
dl 



1 



mmt auch die dritte Colonne der ersten mit der ersten Zeile 
ünterdeterminante ttberein, indem ( — 1) als Faktor vortritt. 
En einer interessanten Unterabtheilnng der symmetrischen De- 
gelangen wir durch folgende Definition Hankel'B^^): 
ymmetriscboDeterminante wird orthosymmetrlseh 
symmetrisch) genannt, wenn die Relationen 



ba 



b 



^ Oi % 

bj Cg d^ 
fg ai b2 cj und 

gl h a, bj 
ha g7 ffi »1 
riscbe Determinanten des fOnften Grades. 
ilasse von Determinanten besitzt nun, wie Hankel '^ gezeigt 
Bhr bemerkenswerthe Eigenschaft, welche in nachstehendent 
tgesprochen ist: 

tbosjmmetrische Determinante nten Gcades der 
trössen a^,' aj, &2 . . . aan— 2 ist gleich der orthosym- 
n Determinante der ersten Differenzen aus den 
rsten Differenzreihen der Terme a. 
n wir uns der au£ der Lehre von dea arithmetischen Beibeu 
Terminologie 

ao a, aa aj aj 
Ai Ai,i Ai,2 A1.3 A,,< 
Aa Am A2,2 As.a 

A3 A3,l A3,2 

A4 A<,i 
As 
iren wir in der Determinante 



,aD— t an ao-fi . . . äsn—i 
ten Colonne die (k — l)te, so ist znnSchst 




"-■*»s»^v 
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A = 



»0 Ai Ai,i . . . Al,n— 2 

ai Ai,i Ai,2 ... Ai^-3 , 

B.2 Al,2 Al,3 . • • AlAi-4 ,, 



an^i Ai^— 1 Ai^ 
und, wenn man entsprechend fortfährt, 

' ao Ai Aj 



A = 



ai 

»2 



Ai,i 

Al,2 



A2,l 
A2,2 



. Al,2n— 3; 

. An-i 
• An— 1,1 
.'An— 1,2 



an— 1 Al^n— 1 A2,ii— 1 .'. . An— l,n— 1 



Die nämliche Anzahl von Operationen in entsprechender Weise auch 
für die Zeilen durchgeführt liefert, wie behauptet, die orthösymmetrische 
Determinante 

ao Ai Ao ... Zin— 1 
Ai /^2 As ... An 

A2 A3 A4 • • • An+l 



A = 



An-1 An An+i 

So hiat man z. B. die Identität 



A2n— 2 



1 


2 


4 


2 


4 


7 


4 


7 


12 


7 


12 


19 



7 

12 
19 
30 



1 
1 
1 




1 
1 

1 



1 

1 
2 




1 
2 



weil sich bei der ersten Determinante die Differenzreihen 

1 2 4 7 12 19 30 
1 2 3 5 7 11 

112 2 4 

10 2 
1-12 
—2 3 



ergeben. 

§. 9. Der Nutzen dieses Theoremes ist ein sehr mannigfaltiger. Sind 
die Elemente einer orthosymmetrischen Determinante th eil weise Glieder 
einer arithmetischen Progression, so verschwinden von einer bestimmten 
Stelle ab sämmtliche Differenzen , und man erhält ' die Determinante be- 
deutend vereinfacht. Nehmen wir an, es seien (2n — 1) Terine in auf- 
steigender Ordnung gegeben, zwischen denen eine arithmetische Progres- 
sion nter Ordnung besteht, so werden offenbar nach der Transformation 
(n — 1) der Diagonalreihe parallele Elementen-Serien in Folge des Han- 
keTscheD Lehrsatzes durch Nullen ersetzt sein, und wir können so diesem 
letzteren das folgende bereits von Balt^er '^) angedeutete Corollar an- 
reihen : 

•Eine orthösymmetrische Determinante nten Grades ver- 
schwindet identisch, wenn ihre Glieder ein und derselben 
arithmetischen Reihe von einer Ordnungszahl ^ n — 1 an« 



gehören; sie rednoirt sich auf 
ibre Ordnungszahl = n ist. 
So hat man beispielsweise 
4 

13200 
2000 
10000 



ne nte Potenz, wenn diese 



16 25 
9 16 25 86 
16 25 36 49 





1 7 116 




7 116 


_ 


116 
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Determinante noch 



8 27 64 
27 64 12! 
27 64 125 216 ' 
64 125 216 343 
Ferner erkennt man an der orthosjmmetrischei 
eine andere Eigenschaft '^). Wir wollen nämlich annehmen, jedes Element 
mit niedrigerem Index gehe in jedem einzelnen mit höherem Index ohne 
Best auf, es sei also allgemein 

at = »0 0| «2 .. . . Ok-l «k - 

Fuhren wir diese Substitutionen durch , so zeigt sich , dass allgemein 
die Elemente der qten Zeile das Produkt ag otj . . . aq^i als- gemein- 
schaftlichen Faktor besitzen; ziehen wir denselben fiberall heraus, so 
bleibt uns 

1 «1 «,X«j- 

1 «2 OäX"3 ■ ■ 

1 «3 ^iX.'^i 



»1 aj ...an-i 
aj ag ... an 
aj a j ... an+i 



= Ua^ 



■ «iX^aXas 
. «oX-'aX«. 

. «3X«4X«5 



te+l...aza— I I «n anX«'M->—*'nX"'i+jX<''ii+B... «Zn— 1 

Hieraus resnltirt □. a. auch eine Thatsache, auf welche noch nicht 
aufmerksam gemacht worden zu sein scheint, and die wir so aussprechen 
können : 

Eine orthosfmmetrische Determinante yerschwindet 
identisch, wenn ihre Elemente in geometrischer Progression 
stehen. 

So wfire dem Obigen zufolge 
16 



4 8 16 32 
8 16 32 64 
16 32 64 128 
und diese Determinante muss di 



1111 
1111 
1111' 
1111 
Werth Null haben, weil ihre s&mmt- 



^ 2^ . 2^ . 2' . 2* , 



liehen Zeilen und Colonnen einander bezüglich ^ 

§. 10. Es m!^ hier auch noch auf eine andere interessante Kate- 
gorie von orthosymmetriscben Determinanten hingewiesen werden, welche 
der schwedische Mathematiker t. Zeipel'*) aufgefunden hat. Wir be- 
trachten die Determinante (r + l)ten Grades 



(p) (p+i) (p+aj ■ ■ ■ (p+f) 

/m+n /lo+l^ ^m+l\ fa+l\ 

\ P } VP+V Ip+2J ■ ■ Kv+r) 

/m+2\ /m+a'V /m+2\ /ii.+2'V 

\ p ) \e+i) \p+2) ■■•\p+'^ 



/m+r\ /m+rt /m+rt {v+A 

\ P ) \P+V \p+i) ■ ■ ■\t+^) 
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indem wir uns in bekannter Weise den Binomialcoöfücienten 

in(m — 1) . . . (m — p + 1) /m 



! 



= ("p) 



gesetzt denken. Durch Heraoszieliung gemeinschaftlicher Faktoren ergiebt 
sich uns hieraus 

m— 1\ /"m-l^ 



A = 



in(m+l )...(m-t-r) 
i(F+l)...(p+r) 



/m— 1\ /m— 1\ /m-l\ / m— 1 \ 

Vp-1J \ V ) \v+l) • ■ Vp + r-i; 

(p-l) (p) (p+l) '• • • (p+?'-l) 

/m+l\ /m+l\ /m+l\ / m+1 \ 

Vp-1/ V p ) \v+v ••'Vp+r-i; 



r 



• • • • • • • 

/m+r— l\/m+r-l\/m+r— 1\ /m+r^l\ 

V P-l A ' P A P+l / • ■ • Vp+r-l;' 



Setzen wir A = Vm^i, so ist die so eben erhaltene neue Determi- 
nante der Analoge gemäss = Vm-i.p-i', und es besteht die Gleichung 



Vin,p — 



m(m + 1) . . . (m + r) 



/m+r\ 



p(p + 1) . . . (p + r) ^■»-'•"-1 - /p+ 



(r+lj 



Vm— l,p-^l. 



Auf diese Weise können wir weiter folgendes System binomischer 
recurrirender Gleichungen bilden: 



Vm-l,p— 1 = 



(m + r — 1\ /m+r 

r+l / ^ „ _\ r+1 

— I . \~ »m— «.P-2 • • • »m-p+l,l — 

r+l ) 
Multiplicirt man diese Gleichungen sftmmtlich, so ist 

r — 1\ /m+r — ! 
r+ 



-P+l\ 



(SO 



V™- 



m~p,0. 



Vm,p = 



/m+r\ /m+r— 1\ /m+r— 2\ /m+r— p + l\ 

Ir +lA r+l )\ r+l J ' \ r+l ) 

/p+r\ /p+r— 1\ /p+r— 2\ /r+l\ 

Vr+1/ \ r+l M r+l ; • • ' Vr+i; 



Vm- 



m- p,0 , 



SO dass also nur die Bestimmung dieses letzteren Termes noch übrig bleibt, 
Nun ist aber 



Vm— p,0 — 



(: 



m+1 




{') (T) (?) • ■ • (?) 

) er) {"V) ■ ■ ■ (-r) 

{"D (".") (-r) ■ ■ ■ (°r) 

t • • • • > • 

/m+r\ /m+r\ /m+r\ ' /m+r\ 

1 j 1 1 j i 2 j-i r j 



Günther, Determinantentheorie. 2, Aufl. 



6 



("D - m = (°:-T> 



Subtrahirt man hier jede Zeile von der anter ihr stehenden und er- 
innert sich der bekannten Formel 

/"m+k- 

.80 ersieht man, dass s&nuntliche Elemente der ersten Diagonalreihe die 
Gestalt 1 1 = 1 annehmen, ,wKhrend alle recht« von dieser Reihe 

mte Terschwinden. Es ist also 

Vm-p.o = !'■«-■ = 1. 
non zn, wie eine orthoaymmetrische Determinante, deren 
anderfbigende BinomialcoSfEcienten aind, eich in geschlos- 
jtellen U^et. Wir gehen znr Determinante Vm,p zorUck 
jeder Zeile die zanächst Aber ihr stebende ab, indem wir 
inten fortecb reiten. Un^ uns über das hiebe! zu erwartende 
gewifisem, haben wir nur die beiden Elemente 

(»^;-V')..a(-:p) 

Bsen. Senkrecht über dem zweiten wird sich bednden 



/m+r-q-lX 
V p+s }' 



-q\ _ /m + r-q-l\ _. /m + r-q-l\ 
i / \ p+8 / • \ p+B— 1 / 

i es also so znerst ftir die tmtersten r, dann fQr die nnter- 
ieilen n. b. f., so müssen, da q and a willkürliche ganze 
letzt je zwei Elemente, deren Verbindungslinie der ersten 
arallel ist, einander gleich werden, mit anderen Worten: 
e orthosymmetriBche (r + 1) reihige Determi- 

,p) (p+i) (p+a) ■ ■ ■ (p+r) 
■-i) (") (p+V ■ • • (p+°-i) 

.-2) (p-l) (p) ■ • • (p+°-2) 

.+r) (p+°-l) (p+^2) ■ ■ ■ (v) 
,+r\ /m+r-l\ Ym+r-p + l'l 

+iM ■■+' )■[ '+' ) . 



.(w 



l, so geht derAusdrack rechte in den BinomialcoSf&cienteD 



ttl)' 



I über, 80 daBB man dunselbm also in Form der ortbosymmetriBcheu 
Determinante 



(T)(;)(:) 

(Ö)(T)(T) 

» (:)(T) 










■.(Di 



dargestellt erhält. 

§. 11. Im Anschlnsfie an die bisherigen Betracbtnn; 
eine spezielle Form dar orthosymmetrisohen Determinante 
den, deren ZnrUckftllimng auf geschlossene Ansdiilcke siel 
fach gestaltet. Es ist diess die folgende: 



an— t ao 



1^—3 an— > an—: 



aj a3 fti . , . an-i ao 
welche, einer Angabe von Zehfnss i^) znfolge, bereits t 
merkt wurde. Das Charakteristische an derselben ist, dae 
und ColoDne die nämlichen Flemente in verschi^ener E 
kommen; sie tritt '") 'mehrfach bei zahlentheoreti sehen Unte 
Die Answerthnng dieser Determinante *), welche wir 
orthosjmmetrische bezeichnen wollen, hat Stern^ 
hßchst einfacher Weise bewerkstelligt. * 



*) FGi den speziellen '¥aH d := 8 gewinnt die obige Det 



aj as So »1 
ai ag ss ao 

aine intetefsante geometrische Bedentnag, aof welcbe besoDders Di 
geiiiosen hat. Sie steht nfimlieh in innigster Beziehung aa der 
genannten cyklischen Ptajektivit&t; dieselbe ist dann gege 
vier DopuelTerhältnisse pj, p^, ps,- P( je zweier von vier Pnnkten zi 
anderen die Beltttionen 

El _£?_&_ £f 
h P« Pi . 



> '''.f'pi*'C* 
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Man bildet (Kap. II. §. 14) die bekannten Gleichungen 

^ dA . ^ dA , . ^ dA _ . 

aao dai dan— i 

„ dA . ^ dA" , ^ dA _ ^ 

. '^d^ +*• da, -^ ••• ^""-^d^ ~^' 



I • 



»0 



dA 



dan— 1 ' daQ 

und findet durch deren. Addition 

^dA 



+ a, ^r- + • . . + an-f == 



daiL— 



11—2 



(ao -f ai + . . • + an 



^c 



+ iA ^ ^ dA \ _ 
dao da] dan 



)=-■ 



Dem linksstehenden Ausdrucke kann man aber, wenn a irgend eine 
Wurzel der positiven Einheit bezeichnet, auch diesen substituiren : 



(ao + ai« + . . . + an-i««»-^ 



)(: 



dao - ^^i ^^1 



lA ,\ 



denn die Ausrechnung zeigt, dass der Co^ficient von a^~ ^ für k S 1 ver- 
schwindet und für k = 1 den obigen Ausdruck wiedergiebt. Es mnss 
also das Aggregat (a© + aj« + an-i a"~^) in A hIs Fakior enthalten 
sein, und da an Stelle von a jede Potenz dieser Grösse treten darf, ßo 
muss A dem Produkte 

>l(ao -I- ai« + Bi^a^ + • . . + an-ia'*-0(ao + »j«^ + ^^^^ + . . . f än-ia^^^'O 

• . • (ao + ai + a2 + . . . + an-i) 

gleich sein, unter k einen noch zu bestimmenden Fttktor verstanden. Der 
Spezialfall 

^ ^ = *k)* — ai^ = (ao — »i) (ao + a,) 

liefert sofort i = 1. 

Analjsiren wir so die Determinante 

|x y 
|y X 0- 
i y X 

y X 

y jt 

so finden wir dieselbe gleich dem fünfgliedrigen Produkte 



•)']• 



. [. + (_ V|d + V-1 VJ5^) ,] . 



wie schon der Anblick der Determinant« li 

Nicht uninteresaant ist die Hultipliki 

metrischen Determinanten. Setzt man nfin 




An Ai Aa . 
sa ist nach Soaillart^'), wie eine einfoo 



wobei natürlich statt I 
Determinante ^ ± A| 

je nachdem die Orftdzahl 



+ p) wieder p m 

. . . Aii,b das poi 

n von der Fe 



jg+^ sein sollte. 

§. 12. Bei den symmetrischen Deten 
in den letzten fünf Paragraphen aosschliessl 
wir können nun aber ohne Zweifel anch D 
die nachstehende 

1 — b — f -i 



I h e 

bilden, fllr welche at^ =: — &ii ist ; die Di: 
Bestimmung nicht beeinflnsEt. 

Eine Determinante dieser Art nannten 
Mathematiker, welche zuerst -solche Forme; 
nant gaucbe symötriqne," die Italiener „d 
land ist hier and da wohl der Name Uh 
Determinanten in Grebranch*); wir jt 
der anscheinend von Natani ^^) herrtlhr« 
snd stellen als Definition auf: 

Sind je zwei symmetrisch lieg 
terminante entgegengesetzt gle: 
solche Determinante eine symme 



'■■r.-.-i^. 
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gebende Diagonalreihe willkürliche Grössen, so sagt man, 
die Determinante habe eine volle, enthältsie ausschliesslich 
Nullen, sie habe eine leere Diagonale. 

Von letzteren Gebilden gilt zunächst folgender in den Lehrbüchern 
nicht enthaltene' Satz: 

Ersetzt man durch geeignete Operationen zWei symme- 
trisch gelegene £)lemente einer symmetralen Determinante 
durch Null-en, so verliert hierdurch dieselbe ihren Charak- 
ter nicht, wohl aber tritt ein quadratischer Faktor vor die- 
selbe. 

Diess brauchen wir nur an einem Beispiele zu zeigen, indem der all- 
gemeine Fall sich ganz analog erledigt. Es sei gegeben 

—»1,2 — ai,3 — ai,4 
ai>2 — a2,3 — a2,4 

»bS ^2^3 ö — »3,4 ' 

aij4 a2>4 Hii 

- a2,3 sollen zum Verschwinden gebracht' 
werden. Zu diesem Zwecke multiplicirt man die zweite Zeile mit a|,3 und 
zieht von ihr die mit 8.3,3 multiplicirte erste ab; ebenso veriUhrt man be- 
züglich mit der ersten und zweiten Oolonne und findet so 

- — ai,2ai,3 —»1,3 — ai>4 

ai»2ai»3 .0 — a2,4ai,3+ai,4a{^,3 

ai,3 — a3»4 

ai,4 a2»4ai>3 — ai,4a2»3 ^3,4 

Hiemit ist der Satz bewiesen. In unmittelbarster Anknüpfung an 
denselben beweisen wir jetzt folgendes hoclist wichtige Theorem *) : 

Jede symmetrale Determinante geraden Grades, mit 
leerer Diagonale ist ein vollständiges Quadrat. 

Sei gegeben folgende Determinante 2nten Grades 



A = 



und die beiden Elemente a2,3. 



A = 



a^i)3 



*) Den Beweis dieses Lehrsatzes hat K. Abel in der (in magyarischer Sprache 
redjgirten) Zeitschrift für die angarischen Mittelsehnlen angefochten. Insoweit diese 
Einwände gegen den letzten Absatz der ersteh Auflage gerichtet sind, welcher für /\ 

einen independenten aus naheliegenden Gründen jedoch unrichtigen Werth ergab, 
ist ihre Berechtigung unzweifelhaft; das Princip des Beweises wird aber hiedurch 
in keiner Weise erschüttert.. Auch die Gründe AbePs, soweit uns dieselben klar 
geworden sind, vermögen diess durchaus nicht 



6 I S ■ J ' I ■ " 

' ' ■ ■ I I 

s |. I ^ f ? * # j 

f ^f ■?/=' iii 

I r ? ■ f = i ■ i i i 
I { I I ! s f I 

Sf» oii iii 
± ± t . 5 1 • I I > 

T "t " t 

. o ] ■ I I i ■ ■ I I M 

" f I"! ^^- 
1 I I • 1 I I ■ I I I 

Oe>ia A » » a i i 

f T ,± I. i ff-» 



Man lasse jetzt, in dieser Determinante die beiden Elemente ^ ai.n+i 
verschwinden, indem man beziehungsweise die erst« und »weite Zaite nnd 



nach vorhergegangener Multiplikation addirt und sabtrahirt. Setzt 
Itelle der zweitep Zeile and Colonne die dritte, sp&ter die viert« 
räbrend die erste etets in gleichem Sinne verwendet wird, so 
es offenbar dahin bringen, äasa die Elemente 

+ a2,n+I, ± asji+l . • . ± an-Ln+l, + anji+l 

dnrch Nallen ersetzt werden, v^hrend vor die Determinante 
Faktor ^i* herauBtritt. Verfahren wir in gleicher Weise mit 
en Elementen, welche den zweiten Index (n + 2) besitzen, so 
AG jetzt an Stelle der ersten Zeile und Colonne resp. die zweite 
.nnullirt sich nachstehende Doppelaerie von Elementen: 

± aa^+2, ± aiji-]-2 . . . ± an^-f-s, i an+i,n+a- 
Weg, auf welchem weiter vorgegangen werden mnss , liegt jetzt 
i; nachdem mau n derartige Operationen vollzogen, sind schliesa- 
die Elemente 

± an-l-l^, + aD-|-2,2n ■ . • ± asn-g.SD, ± asii-i,2D 
iden. Bezeichnet man mit k,* den der iten Operation entspre- 
[oadratisvhen Faktor und allgemein durch Aui das, was in Folge 
Dommenen Transformation aas at^ geworden ist, so bleibt nns 






11!. 

hl 
Hl 

ä 4 ^ 
5.|f 



llJ 






oä I' i> t» > . 

I * S s s 



.11 



= >■ I J » 6 6 

s i " * i i 
-± ± g-l . . . • 

•: : IJ: : : 
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I I 5 s ff ■= ■ 

■i- > II ' I 

SS =■ i "s S 
" " a ^ 
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Zieht man ans der fir8t«ren n reihigen Determinante alle Minuszeichen 
fLOB und berücksichtigt Kap. II. §. 6, bo ergiebt sich als Schlossresoltat 

P+°(k,k2 . . . k„-ika Ä,^+i A2j,+2. . . An-un-, Anfing, 

vollständiges Qnadrat. 
. man in dieser Weise die Determinante 

|0 -- a - d - f 
A = 1* ** "*" 



-tl — f 
(T — de+bf 



bf): 



ad 
d(de— bf)+acd 

f de— bf 

ihlifisslich 

[d(de— bf) — acd]' (de— bfj' _ 
d^(de— bfja 



~d(ae— bfl— acd 



(de - 



wir nnnmehr an, die Determinante sei von einem ungeraden, 
i + l)ten Orade. Transformiren wir dieselbe auf die näm- 
H> kOnnen wii' es offenbar dahin brii^en, dass n(n + 1) ein 
ende Elemente verschwinden. Nach Kap. IL §■ 18 erhellt 

r'mmetrale Determinante ungeraden Grades mit 
tonale hat den Wprth Null. 

)t »ch auch aaf anderem Wege leicht zeigen, denn indem 
artige Determinante (2n + l)ten Grades mit ( — 1) ntnlti- 



-awn 



asnin-i-i 

an+1 



= — A; 



— aj^+i — as^+i . , 
identisch verschwinden. 

Der Ausdruck, dessen Quadrat eine aymmetrale Determinante 
t, ward vßa Jacob i''*) unter der Bezeichnung (1,2, 3... r — l,r) 
Schaft eingeführt und vonCayley, wegen seiner Verwendung 



bei dem mit Pfaffs Namen belegten Integrationsproblem , „the T 
(seil, fonntion) genannt. Der obige Satz ward bei dieser i^mlicl 
l^enbeit von Cayle}'^^) gefunden und bewiesen; in einfacherer n 
wrer Weise dnrch Bovehardt ^''). Zwei aridere Beweise rOhi 
Scheibner ^^) and Veitmann ^^) her, and zwar bieten diese 1 
Beweise den Vortheil , ans sich heraas eine Darstellung jener P f a 
Funktion — Scheibner (a. a. 0.) nennt sie Halbdeterminante 
leiten zu lassen. Änch der von nns gelieferte Beweis wOrde eine so 
dependente Darstellung ermöglichen , indess kann hier auf diesen 
abliegenden Gegenstand nicht näher eingegangen werden. Nur ai 
einfachen bisher wohl nicht beachteten Spezialfälle möge die — in 
Falle sofort independent sich gestaltende — Bestimmung einer 
Halbdeterminante durchgeführt werden. 

Die zu ontersachende Determinante sei so gebildet, dass Ihre E! 
gegen beide Diagonalen symmetrisch li^en, wie diess bei 



—«—/!... -d —8 
o — y . . . — # — » 

1» r . . . -^ -» 


-1 -s . . . -I -» 


i » (. . . . —I 
S » K . . . X 


-y -" . . . -S -• - 


t » f ... » J 

, 1 5 . . . n z 


—X ...—»-—» - 

1 . . . — in — ^ 


n t % • ■ . e ? 
Q V r . . . i X 
IT a n . . . 1) t 


y 11 . . . —r - 

t ä . . . r - 

t ) . . . ß a 



EQinante selbst vom 2nten Orade. Addirt man jetzt zur qten die (n- 
Zeile und ebenso zur qten die (n — q + l)te Colonne, wobei di« gai 
q ^ I ^ n zu nehmen ist, so findet man 
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Die Zerlegung ergiebt*) 



*] Strenge genommen mfisste noch eine genäse Diacnssion des Tw 
beigefügt «erden. Da dieselbe jedoch nach den Angaben ?on £ftp. U. §. 
die mindesten Schwierigkeiten bietet, und da es hier einzig nin) allein 
Naciiweis des quadratischen Charakters för die symnetralen Detenninanten a 
so ward das doppelte Vorzeichen Ka diesen Zweck als ausreichend angesehi 
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Gehen wir nunmehr zu den symmetralen Determinanten mit voller 
Diagonale über. / 

§. 14. Gegeben sei eine symmetrale Determinante, mit der Bestim- 
mung, dass das allgemeine Diagonal - Element einer willkürlichen Grösse z 
gleich sei. Alsdann können wir auf einen früher (Kap. II. §. 19) bewiese- 
nen Satz zurückgreifen, vermittelst dessen wir die Determinante 

ai,i+z ai,2 . • . ai,n 



an,l 



an,2 



an^+z 



in eine nach aufsteigenden Potenzen von z fortlaufende Reihe entwickelten. 
In unserem Falle ist jetzt ay = 0, ai^ = — ak4, und hierdurch treten 
gewisse Vereinfachungen ein. Den.Oo6fBcienten des Gliedes z*i erhielten wir 
dadurch, dass wir das Aggregat alF derjenigen qten Unterdeterminanten 
des (n — q)ten Grades bildeten, welche der ursprünglichen Determinante 
condiagonal waren. Diese Unterdeterminanten sind nun aber hier sämmt- 
lich symm^ti^e Determinanten mit leerer Diagonale; sie verschwinden, 
wenn (n — q) upgerade ist, und sie ergeben vollständige Quadrate, wenn 
(n — q) gerade ist. Diess zusammengenommen, können wir folgenden 
Satz formuliren: 

Eine symmetrale Determinante mit voller Diagonale 
lässt sich als eine nach geraden oder ungeraden Potenzen 
des Diagonal-^^lementes fortlaufende Reihe darstellen, je 
nachdem der Grad der Determinante eine gerade oder unge- 
rade Zahl ist, und zwar ist der Oo^fficient eines jeden Glie- 
des eine Summe von Quadraten. -^' 

Soll z. B. die Determinante 



A = 



z 
a 
b 
c 



— a 
z 
d 
e 



.— b 

-d 

z 



— c 

— e 

— f 

z 



ausgewerthet werden, so erhält man 
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+ 2^(0 + + 0) + 2* = (af— be + cd)» + (a» + b« + c« + d» + e^ + Pjz^ h z«. 



JÜ 






Andererseits wäre 

Iz — a ^— b' 

L z — cj = (a''' + V + e^) z + ! 
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Kapitel IV. 

Die Eliminationsprobleme. 



§. 1. Wie sich bereits aus der historischen Entwickelnng des Deter- 
niinanten-Calculs ergiebt, finden diese Gebilde eine besonders wichtige An- 
wendung bei dem Problem, aus einem gegebenen Systeme von linearen 
Gleichungen mit n unbekannten diese letzteren zu berechnen. 

Es sei gegeben folgendes System : 

^M^l + ^>2^2 H- . . . + ai,qXq + . . . + ai,nXn = Ai , 
a2>lXl + a.2>2^2 + . . . + a2.qXq + . . • + a2.nXn = A2, 

aq,lXi + aq.2X2 + . . . + aq,qXq + . . . + aq,nXn = Aq , 
anjXi + an,2X2 + . . . + an,qXq + . . . + an,nXn = An . 

Da hier jede Grösse n mal vorkommt, so giebt es im Ganzen n^ 
Co^fQcienten dieser Gleichungen, welche wir zu einer n reihigen Determi- 
nante A = -^ + ai,i a2,2 • • • aq,q . . . an^ zusammenstellen können; 
dieselbe nennen wir mit Jacobi^) die Determinante'des Systemes. 
Diese gilt es nun weiter umzuformen. 

Wir multipliciren die qte Colonne mit xq und erhalten 



*i>i ai,2 . . . ai,qXq . . . ai,n 

*^2>l *2>2 • • • a2,qXq . • . a2,n 




AXq = 



an,l aii,2 . . . an,qXq . . . an,n 

Nun kann man bekanntlich (Kap. IL §. 8) zu jeder Colonne einer Deter- 
minante, ohne ihren Werth zu ändern, die mit beliebigen Grössen multi- 
plicirten übrigen Colonnen hinzuaddiren ; multipliciren wir also^ die erste 
Colonne mit x^, die zweite mit xo u. s. w., und addiren dieselben sämmt- 
lich zur qten Colonne, so folgt 



Axq = 



ai,i aj,2 . 
a2,i a2,2 . 


• • ai,iXi 4- . 

• • a2,iXt + . 


. . + ai,qXq -f . . 
• • + a2,qXq H- . . 


. + ai^Xn . 
. 4" a2,nXn . . 


. . ai,n 

. . a2^ 


aq,i aq,2 . 


. . aq,lXi + . 

• 


, . + aq,qXq + . . 


. "h aqoiXn . . 


. Aq^ 


axi.1 an,2 . 


. . an,lX| + . . 


. + ^>qXq + • • 


. + an^Xn. . 


» . Unji 



Setzen wir jetzt fllr jedes Element der qten Colonne den aus dem 
obigen Gloichnngssystetne zu entnehmenden Werth ond dividiren mit A, 

so findet eich ' 



fti,, ai,2 . . . Ai. . . . ai.n 
»2.1 as.2 . . . Aa . . . as* 




a,,i at,2 ." . . a,^ . . . a,^ 
aj,i a2,j . . . agfl . . . asji 


aq,l aq^ , . . Aq . . . Og^u 




aq,l aq,a . . , aq.q . . . aq^ 


anA ai.B . . . A„ . . . an,n 




ftn.1 a« . ■ ■ »Hfl . ■ . aiCn 



DiesB liefert folgenden Lehrsatz: 

Sämmtliche n unbekannte, welche durch ein System von 
n linearen Oleichangen nnter sich verknüpf* sind, lassen 
sieb in Form von Brüchen darstellen, denen die Determi- 
nante des System es als gemeinschaftlicher Kenner zukommt. 
Um für die Unbekannte sq denZähler zu finden, ersetze man 
in dieser Determinante die qte Colonne dn.rch die Reihe der 
rechts des Gleichheitszeichens stehenden GrSssen. 

Diess ist die nämliche Anfliisnngsmethode, welche Leibnitz (Kap. II. 
§■ 2) erdacht und Cramer (ibid. §. 3J spontan wiedererfunden hat. 

Beispiel. Gegeben sind imRanme dreiPunkte mit den Coordinaten 
Xi. 3i, ^i; ^2, Yi, Z2; i;i, ya, Z3; es soll die Gleichung derjenigen Ebene 
gefunden werJen, welche durch diese drei Paukte hindurchgeht. Die 
Gleichung einer willkürlichen Ebene ist bekanntlich 

ßs + ftr + yz = I; 
demnach hat man für die drei unbekannten GrOsseu a, ß, y folgende drei 
Bedingnngsgleichungen : 

ttx, + /»y, + /zi = ax^ + jSyj + yzj = axj + ftrs + r^ = !■ 

Berechnet man hieraus die Unbekannten, so erhält man als Gleichung 
der gesuchten Ebene: 

II yi zi| Iii 1 2,[ Ixi y, II bi y, Z|{ 

1 y2 zj X + Ixa 1 za y + ij yi- 1 i =,|xa yn sa- 
li 73 Z3I |X3 1 Zjl |X3 yj l| 1X3 73 ^1 

g, 2. Wir haben im Vorstehenden voranegesetzt , dass weder die 
Grössen A, noch auch die einzelnen Nenner verschwinden, d. h. es darf 
bei den bisherigen Betrachtungen die Determinante des Systemes nicht 
identisch gleich Null sein. Sollte letzteres geschehen können, während die 
einzelnen A endliche Grössen vorstellen, so könnte dem Systeme ersichtlich 
nur durch unendlich grosse Werthe der Unbekannten Genüge geleistet 
werden. Verschwinden andererseitß sowohl die Bruchzähler, als anch die 
Determinante A des gemeinsamen Nenners, so sind zwei völlig getrennte 
Fälle zo verzeichnen, deren Betrachtung auch gesondert dnrchzufUh- 
■ ren ist *). 

I. Ist die eine der vorgelegten Gleichungen — natür- 
lich gilt diesH auch für deren mehrere — eine Consequeuz 



*) Zaerat in dieser Form in 
nanten gegeben^). 



' Notiz didaktischen Inhaltes Ober Detenni- 



der Ubrigen, so stellt sich jede Unbekannte in der Form 



Da jede Gleichung linear sein muss, so kann die betreffeade Gleicbnng 
nnr dadaroh ans den übrigen hervorgegangen sein, dass gewisse derselben 
algebraisch enmmirt worden, nachdem sie etwa noch vorher mit constan- 
ton Paktoren multiplleirt waren. Alsdann .aber werden durch Heraus- 
setznng jener Faktoren zwei — oder mehrere — Reihen in den Determi- 
nanten sowohl des Zählers als anch des gemeinscbaftlicfaen Nenners ein- 
ander gleich, d. h. beide Determinanten verschwinden. 

Bei den- Gleictinngen 

• 7x + 2y = 11, Hx + 4y = 22 ' 
wäre z. B. 
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lU 4l 



17 111 
Il4 22l 
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II. Wird allgemein Äq gleich Null, während A vorläufig 
noch ganz nnbestimmt bleibt, so lässt sich durch eine be- 
sondere Betrachtung zeigen, dass auch A identisch ver- 
schwinden niuss. 

Ist nämlich A, = Aj ::r , . . = An = 0, so genUgen dem Systeme 
anscheinend nur folgende Werthe : xj ^ xj = . . . = xn = 0. In der 
That ist aber dann auch das System nicht mehr bestimmt, sondern mehr 
als bestimmt. Dividirt man jede der n Gleichungen durch eine beliebige 
unbekannte, ebwadnrch Xn, so erhält man n Gleichungen mit den (n — 1) 

Unbekannten — , — . . . -5^. Sondert man also aus den gegebenen d 

Gleichungen durch Weglassung irgend einer willkürlichen derselben ein 
System von (n — 1) Gleichungen aus und behandelt dieea nach den ge- 
gebenen Vorschriften, so kann man die Werthe jener Verhältnisse sämmt- 
lich bei-echnen. 

Sind z. B. die drei Gleichungen 
»iX + b|y + cjz = ajx + b2y -H c^z — ajx -1- bgy + Cga = 
gegeben, so findet man, indem vorläufig über A = .S ± A^^<^ gar nichts 
vorausgesetzt wird, 



-.Ca b2| 



! bj -I' aj bi a3 bjl 

und entsprechende Werthe für — . 

Wir sind so jedoch auf das Paradoxon gekommen , dass die Grössen 

— und — je drei verschiedene Werthe gleichzeitig haben sollen, während 

doch die Grössen a, b, c vollkommen willkürlich angenommen wurden. 
Diese ist ofTenbar nicht mißlich; es muss vielmehr noch eine Bedingungs- 
gleichni^ zwischen diesen Zahlenwerthen bestehen, Untersnchen wir den 
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vorliegenden Fall, so leigl aich, duas die bisher als ganz willkürlich ange- 
sehene Determinante 

la, b, c,| 
A = laa b.; C2I = 
'«3 bj C3I 
Kein musB, woferne die für — und ~ errechneten Werthe mit einander über- 
einstimmen sollen. 

§. 3. Tm ÄnschloBse hieran beweisen wir folgenden Satz: 
Verschwindet für ein — nlsdnnn homogen zu nennendes 
— System dessen Determinante A = ^ ± a,,, '. . . an,n iden- 
tisch, während alle ersten Unterdeterminiinten nicht ver- 
schwinden, so bestehen die Proportionen 

dA dA dA n -^ , — ^ 

Der Beweis dieses Satzes ist einfach. Denn man hat, denselben als 
richtig vorausgesetzt, Xq = M , — , wo M ein constanter Faktor ; es ist 
ferner nach Kap. II. §. 13 allgemein die Snmme 

dA , dA , , dA 

aqj - — + aq,2 + . . . + aqj, - — 

dak.i dak,2 dat^ 

unter allen Umstunden, gleich Nnll, indem ja auch A selbst diesen Werth 
besitzt. Snbstitnirt man für die einzelnen Differentialqnotienten ihre Werthe 
and multipHcirt durchweg mit M, so folgt 

aq.lli + aq,aX2 + ■ ■ . + aq,nXii ^ 0. 

Da diesE eine richtige Identität ist, so gilt das Gleiche für d'^ Vor- 
aussetzung, von welcher wir ausgegangen waren. 

Dem Obigen können wir jedoch noch eine ajidere ftlr die gesammte 
Analysis äusserst wichtige Seite abgewinnen , indem wir folgenden Schlnse 
lieheö. Damit die aus dem Überbestimmten (homogem-n) Systeme 
U| = aj.iXi + . . . + ai^sn ^^ . . Ua^ an,iXi + . . . + anjiXn =: 
berechneten Verhältnisse zweier Unbekannten stets den nämlichen Werth 
. erhalten, man möge sie daraus berechnen, wie man wolle, ist es noth- 
wendig, dass diese Gleichungen eine gewisse Bedingung erfüllen. Man 
kann dann sagen: 

Damit die einzelnen Glieder eines Systemes U]=0 ...011 = 
mit einander verträglich seien, ist ea nothwendig, aber auch 
genügend, dass die Determinante 

.2 ± a„, . . , a... 
des Systemes identisch verschwinde. 

Ehe wir UntfirfÄlle dieser wichtigen Relation in's Auge fassen, möge 
noch davon gesprochen werden , wie man durch Einführung geeigneter 
HuHsgrossen die Verhältnias werthe der einzelnen Unbekannten in einer 
mehr symmetrischen Form erhalten kann. Bei einer Diskussion der Frage 
nach dem Criterium des Ausartens eines Kegelschnittes in ein Linienpaar 
bat Hesse 3) für die Verbal Inisswerthe dreier Grössen x, y, z die Be- 
ziehungen < 
QäDtlisr, Detcrmlauiletitheocle. i. AaH 7 



, ., ^ _ dA_ . aA_ . dA_ _ dA_ . dA_ . dA 
dsoH) dai,u daj,o düQ,! da|„ da^,! 

. dA . dA . dA /v + . „ „ — ni 

dao,2 dai,2 daj,2 ^"^ 

dann beziehentlich jene drei Terme in der Form 



^daoj 



' = 8; 



daij 



'=8^'. 



ater ko, k|, kj wiltkDrliche Grössen veretanden. Dass di€ 
reise nur eine einfache Ve call gerne! nemng unserer obigen ii 
, sobald man je zwei der Grössen k mit Null identificirt. 
em nniverselleren Standpunkte ans behandelt W. F. Schaler 
ae angeregte und als einer umfassenden Gener alisirnng föh 
^rage. Es sei wieder 
. . + auxk + . . . + aijiin = aj,| . . . 



, die Verhaltnisse — 
irminante 



zu bwtchnea, gehen 



A( = I 



ki,i aij+i . 



. ai,i, 



tan,! . . . »ml-l kn,[an,|+i . . . Bi^n | 

Ur ein constantes 1 und ein zwischen 1, 2 ... n variirendes 
HJer A seine obige Bedeutung hat, 

dAi _ dA_ 

dkm,! dam,i 

r wird jede unserer Gleichungen resp. mit den partiellen 
lotienteu von Äf . . . Ai . . . An niultipUcirt und hierauf 
le gebildet. Versteht man unter q einen Proportionalitäts- 



aai,in aagjii 

dA[_ _ . dÄi_ _ 

^ dku ' dki,! '' ■ ■ ""'' dkn^ 

dann die allgemeinsten Lfisungen des Systemes gegeben ** 



■ ku 



- kn,l 



dAi 
dAi 



;eben anbei mit ßrlaabniss des Verfassers einen Auszog ans einer vom 
1874 dadrten hisläDg nngedraekten Abhandlong desselben, velehe 
d sehr allgemein aofbast. 

ebrigen düf nicht nnbemerkt bleiben, daas bereits Clebach*) auf 
irecbendes ADflösnogsTorAthien gekommen ist Ans den vier Oleieh- 
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Wie mäh sich erinnern wird , galt bei den bisherigen^ Ueberlegungen 
durchaus die Annahme, die ersten Ünterdeterminanten' (n — 1) ten Grades 
besfissen sämmtlich einen von Null verschiedenen Werth. IJatürlich muss 
diess nicht nothwendig sich so verhalten, vielmehr kann auch . der Fall ein- 
treten, dass- sämmtliche erste, zweite . . . (n — m — 1) te ünterdeter- 
minanten, deren Grad also bezüglich n — l,n — 2...m-hl wäre, 
gleichzeitig identisch Verschwänden; nennen wir das gewöhnliche- homogene 
System ein einfach überbestimmtes, so würden wir es in diesem 
Falle mit einem Systeme zu thun haben , welchem nach Analogie der 
Name (n — m) fach überbestimmtes beizulegen wäre. Alsdann 
lässt sich, wie Kronecker ^) gezeigt hat, nicht mehr die allgemeine Pro- 
portion Xi : X2 : . . . : Xn , sondern nur das Bruchstück X] : X2 : . . . : Xm : 1 
(m<!n) durch Funktionen der übrig gebliebenen Unbekannten Xm-fi, Xip-f2...xn 
darstellen. — 

Die hohe Bedeutung der vorstehend betrachteten Behandlung eines 
Systemes linearer Gleichungen soll nun an verschiedenen Beispielen nach- 
gewiesen werden. 

§. 4. Vermittelst der Leibnitz-Cramer' sehen Methode hat Han- 
kel ^) eine Lösung der von Gauss '^) angeregten Frage gegeben : ;, Warum 
die Relationen zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr als 
zwei Dimensionen darbieten, nicht noch andere in der allgemeinen Arith- 
metik zulässige Arten von Grössen liefern können.^ 

Hankel denkt sich eine Reihe com plexer Einheiten »i, «2 • • • ^u, 
welche, mit gewöhnlichen Zahlen a verbunden, eine complexe Zahl höherer 
Ordnung a =;= ajij -f- a2»2 + . . • -f- an^n ergeben. Die verschiedenen 
Systeme höherer complexer Zahlen, welche sämmtlich in dieser Form ent- 
halten «ind, unterscheiden sich nun dadurch von einander, das& über das 
Produkt zweier' solcher Einheiten imtp ganz willkürlich verfügt werden 
kann. Man darf also auch die Annahme machen, dass das Produkt zweier 
solcher Einheiten wieder einer Einheit selbst gleich sei; gelingt es dann, 
unter dieser Voraussetzung zu zeigen, dass die complexen Zahlen selbst 
wieder zu gewöhnlichen Zahlen werden,, so ist damit offenbar eine völlig 
genügende Antwort auf Gauss' offene Frage gegeben. 

Es sei also allgemein 



1=4 



wobei 



Sük^yj = (k = 1, 2, 3, 4), 

1=1 



A '= 



= «. "... = 'S 



r,ß 



Ul»l ^1»2 ^l^ 11|»4 
IIa»! ^i2 ^299 ^Ji4 
Ua,i U8,2 U8,3 n3,4 

^>1 ^4»2 ^^»3 ^»4 

leitet er unter Beiziehung der vier Hülfsgrössen ^i, a-if ««3, a^ die vier neuen 
Gleichungen 

Sü^^i «i = y^ (k = 1, 2, 3, 4) 
1=1 
her, die sich dann unmittelbar geometrisch interpretiren lassen. 



'1*2 — »1.3 + »l,!«! +''^,2h + . 
*l'3 = »1.3 + »1.3*1 + »1.3*2 + ■ 



+ »1,3'" t 



*,*n — aiji + aiji(| + aiji(2 + . . . + ai^tD . 
I Syetema ISsBt sieb- aaoh folgeudu Form ertheilen : 



'HS ■" »l.a'l — (»1.2 — *l)*2 + »1.2*3 + 
4.3 —»1.3*1 ~ »l.3«a + (»l-J— *lV3 + 



. + a|,2*n 

(n) 
. + »1.3*" 



n* — ai^»i = aijjin + aij,(n + . . - + Caiji *i)*d • 
hieraus eine beliebige Einheit, etwa (q , berechnet, so. ist 



»i.a— *i »1.2 ftif2 • 



■-»1.J— »1.2*1 ■ 

-»1.3— »J. 3' I ■ 



»1.3— *1 »1.2 »1.2 ■ 



(IV) 



C) 



»1^ — *! 

beiden Determinanten sind vom (n — l)ten Grade, und da 
3ut der ersten Diagonatreihe tj linear enthult , so erkennt man 
iche Aosrecbnnng sofort, dass jede sieb als eine FanktioD vom 
irade fUr i| darstellen lässt. Setzt mau für t> . . . tn diese Wertbe 
immangsgleichung i|t|=:a'i,| + a'i,|(j + . . . + a*"' ( ein, sa 
ersichtlich zur Bestimmang von n eine Gleichung vom (n-f l)ten 

*[''+' + b,.," + . . . bn*, + bn+l = 0. 

inet man die (n + 1) Wurzeln dieser Oleichnng .durch 

Gl, C-j . . . Cn+i, . 
I nach dem Fnnitainentalsatz der Algebra: 

(*, - c,) (., - c) . . . 0, — Cd+i) =: 0. 
n s&mmtlicbe c gewöhnliche eomplexe Zahlen sind, so kann rj 
»ine wirklich neue complexe Zahl sein, wenn diess Produkt vei- _ 
wärde, ohne dass einer der Faktoren gleicL Null würde uod 
Bsst eben gegen die Gesetze der allgemeinen Arithmetik, 
.tsprechendea Verfahren wie bei linearen Gleichungen laast sich 
ewissen linearen Congmenzen anwenden. Hut man. das von 
luerst ansfllhrlich untersncht« System 



> (mod. m), 

+ an^Xn = «n ) 

80 bilde man die Determinante des Systomee A = ^ + a,,, . , . aoji 
und deren Bämmtliche erste lluterdeterminanten. Ist dann füt ein zwi- 
schen 1 und n ecliwankendes k 

so ist ganz allgemein 

^ xk = ^- (a, ^A. + + „„ ^A. \ 

Dieses von Studnicka angegebene Verrahren ^) ist aucli ftir die 
praktische Anarechnnng sehr bequem. Es sei z. B. ^r den nämlichen 
Modnl 7 folgendes System von zwei Gon^truenzen gegeben : 
2x + 6y = 1, 8x 4 lOy = 4. 

Hier iat A = 2 - 10 - 6 8 = - 28, ^— - = 10, ^ = - 8. 
da[,| da) ,2 

5£. = _ 6, ^_^ = 2. 

""ffi« i.t .Iso'ggd 1^, ^1 = ggd j^^ . '^! = 2 «nd =. 
ida,,| da«,]) tdai,2 daj/^t 

ist somit unser obiges System »uf das folgend'e einfachste zurückgeführt : 

- ^. = y U-10-4.6) (mod?), - |S = i- {-1.8+4.2) (mod7). 

Sind zwei Unterdetermtnanten ein und derselben Kategorie als relative 
Primzahlen erkannt, so kann die Rechnung sofort aufhören , denn di ist 
alsdann = 1. Diess erleichtert natürlich den Calcul **) beträchtlich. 

§. 5. Einen besonderen Vortheil bieten die Determinanten zn): Dar- 
st«llnng independenter Ausdrucke da, wo andere HUlfsmittel versagen. 
Bekanntlich existirt die Formel 



KD 






. *) Bedeatet dan geraelnBchaftUcben grBseten Theiler. 
••) Historigch ist za ilieser Methoie zu bemerken, dass sie — den interessan- 
ten Anfschlttssen Matthiusscn'a "') zafolgo ~ in ihren QrnndzBgen bereits den 
Chinesen ala Begel Ts-;en („die grosse Verallgemeinemng") bekannt war. Nnr 
ninBst«n gewisse /.nMen, welche Studnicka's Verfahren uns metbadisch finden 
lehit, slldort durch Tatonnement aufgesucht werden, und in der Beseitigung des 
Probirena liegt eben dessen baber ToTzag gegen die chinesische nnd ancli noch 
gegen die LOanngaait von Gauss. 
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wo nnt«r Bj, Bj . . . die sogetiaiinten Bernonlli'scben Zahlen za ver- 
stehen sind. 

y. Standt^') fUr die Nenner dieser in Bruchform anftre- 
. ein einfaches ~ Bildungsgesetz fand, so wollte es doch lange 
eine auch die Zähler umfassende independente Formel fUr 
iimitteln; nnlilngst nun hat Nägelsbach ''^) diese Frage 

Determinanten zu eitlem einfachen Abschlüsse gebracht. 
«weist zunächst nachstehende IdentitSt: 



the der natürlichen Zahlenreihe anzunehmen vermag. Er- 
1 dieselben wirklioh, so erhält man folgendes Syntem von h 
ungen : 



'J) 2'B, = 2, 

3 2% + Q 2>B, = 3, 

-(V)^'B,.(V)'3'B.-... 
^^4) 2»-' B..-. = 1,-1 
- f '+■) 2.B, + f ^+') 2.B. - . . . 
2*i'-3 B2h-» + (^^^^) 2"-' BiK-i = h. 

man in diesem Systeme die einzelnen Bernoulli'schen 
lekannte Qrüssen, so kann man irgend eine daraus berecb- 
-1. Dabei bemerkt man, dass in jeder pten Colonne beider 

die Grösse 2^i*~> als gemeinschaftlicher Faktor herausge- 
t gehoben werden kann. Nicht minder leuchtet ein , dass 
§. 6 die im Nonner stehmde Determinante sich auf ihr 
glted reducirt, und zwar wird dasselbe iür ein positives h 
mfalls positiv sein. Berücksichtigt mau ^iess Alles und 
I ^ J den gteichgeltenden Werth p, so erhält man als 

die folgende elegante Formel Nägelsbach's'"): 



(-11»-'. 



(D (!) a) 

ev')' ev')" (^v)' 
( .h..) (21,^^1) p...) 



/•2h-l\ 
1,2h— 2^ 



... (nt') 

"tk-T 1 • 3 .5.7... (2h+l) 2^"-» 

Diese Darstellaag l)L»t sich, wie ihr Autor gezeigt hat, d 
auf das Mannigfaltigste variiren *). — 

Ein weiteres interessantes Beispiel für die grosse Verwendbar! 
independenten Determinanten- Darstellung bietet die Lehre von de 
linearen Differentialgleichnngen. Hier gilt nfimlich der Satz: 

Jede derartige Differentialgleichung, in welcher 
den verschiedenen Ableitungen der abhKpgig ve 
liehen OrSsse j nach x ausschliesslich Punktionen i 
vorkommen, Ifisst sich, sobald man eine partikuläre 
kennt, anf eine Gleichung von nftchst niederer 
bringen. 

Unter den vielen von Uansion fOr dieses Theorem gelieff 
weisen heben wir den der Zeit nach letzten hervor ") und setzei 
speziellen Falle anseinander, wie das auch der Urheber desselben i 
lieh gethan hatte **). 

Eb sei also — unter den A lediglich Funktionen von x versi 
gegeben die Gleichung drittfjr Ordnung 

f" + A,y" + Ajy' + A,? = 0. 

Ist z eine partiknlKre LOsnng, so gilt auch 

z'" + Aiz" + Ajz' + Ajz =^ 0. 

Setzt man nun u ^ y' — — y, v = uz, so erhalt mau d' 
cessives DiSerentiiren- nachstehende Glerchungen : 

V = ^' — z'y, v' := zy" + z'y' — z'y' — ^"j" 
t" = zy'" + 2z'y" + z"y' — z'y" — 2z"y'. — «'"y- 
Diese drei Gleichangen masseu mit der olHgen Differential; 



*) fUner firenndlidien PrivatmittheilaDK des Herrn ä4anard Lnca 
ris eotDehmeD wir die Thatsaehe, dasa man noch auf verschiedeoe andi 
za geschlosaeuen Änsdräcken für die Zahlen Jacob Bernonlli'a gelau 
Uehr darBber findet sich im didaktischen Anbang;. 

••) Uebrigens lässt sich auch, wie an emcm anderen Orteis) (in 
mathem. Bepertorinm) daifethan worden, der ganz allgemeine Beweis 
erbringen. 
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zusammen bestehen; die Bedingung, dass diess wirklieb gescbebe, liegt 
naeb §. 8 dieses Kapitels in der Existenz der Gleicbung 



= 0. 



, In dieser Determinante nebmen wir nun einige Veränderungen vor; 
wir multipliciren die vierte Colonne mit — , die dritte mit z', die zweite 

. y 

mit z", die erste mit z'^' und addiren dieselben alsdann zur vierten; so 
ergiebt sieb mit Berücksiübtigung der partikulären Integralgleicbiing : 



1 


Ai 


A2 


Asy 








z 


z'y V 





z 





~ z"y- V 




i 


»i/ 


-'"— — </ 


z 


z 


- z 


— z y — V 



1 






Ai 




A2 A3Z + A2Z' 4- Ai z" + z 
z — z'z — \- z z 

y 



/// 







z'z — 



v'z 



+ 



z z 



— z 



n 



- z ' z 



. v"z 



+ z'"z 



1 






Ai 








- V 



- v' 



z* - z" 



jt 



= 0. 



Die resultirende Differential gleicbung • 

v"z .+ v' (z' — Äizj + V (z" + Agz) = 0, 
ist also, wie man siebt, für die neu eingeführte Veränderliche v nur noch 
von der zweiten Ordnung, was zu beweisen war. — 

Ehe wir von dieser L ei bnitz-Cramer'sehen Methode der Auflösung 
simultaner (gleichzeitiger) Gleichungen des ersten Grades Abschied neh- 
men, um ihr allerdings bald wieder unter anderen Verbältnissen zu be- 
gegnen, sei noch ein Wort über deren Bedeutung für das praktische Eech- 
nen hinzugefügt. Es wird sich nämlich fragen, ob sich für den Fall eines 
sehr grossen n die Determinantenrechnung in gleicher Weise empfiehlt, ob 
also durch dieselbe den Bedürfnissen der hier hauptsächlich in's Spiel 
kommenden Wahrscheinlichkeitsrechnung gedient werde. In seinen schon 
mehrfach von uns angezogenen Vorlesungen hat sich Jacobi über den 
Gegenstand ausführlich verbreitet, ohne dass bisher im Drucke darauf auf- 
merksam gemacht worden wäre. 

Bedenkt man, dass jede n reihige Determinante des Zählers und Nen- 
ners gleicbmässig n! Entwickelungsglieder giebt, so kann man die ße- 
rechnungsarbeit für eine Unbekannte etwa der Zahl 2n ! proportional setzen. 
Verfährt man andererseits in Gemässheit des von der Methode der klein- 
sten Quadrate vorgezeichneten Principes, wobei durch successive Elimination 
aus einem gegebenen Systeme auf ein solches von um eine Einheit gerin- 
gerem Grade zurückgegangen wir^i, sob^t man etwa, um von n zu (n— 1) 
Gleichungen zu gelangen, die erste Gleichung successive mit n Co6fiQcienten 
zu multipliciren und sodann dieselbe von den Übrigen (n — 1) Gleichungen 
.zu subträhiren, also im Ganzen n(n — 1) Operationen zu verrichten. Ebenso 
würde der zweite Akt (n — 1) (n — 2) Operationen erfordern, und man 
bekäme deren im Ganzen 

1 . 2 + 2 . 3 + . . . -f (n -- 2) (n — 1) -i- (n — l)n 



( 



2 (1 + 8 +*6 + 



+ 



(n-l)n\ _ 



) = 



n^ — n 
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Die aufzuwendende Mühe wäre sonach ungefähr dem Cubus der Grad- 
zahl proportional, und da der betreffende Ausdruck bei wachsendem n 
sehr bald hinter 2nl zurückbleibt, so ist immerhin für die Anwendung 
jenes recurrente Verfahren dem Bilden und Auswerthen der Determinanten 
vorzuziehen. 

Indess ist auch jetzt noch die Qerecbnungsarbeit eine horrende. Ja- 
cobi erwähnt selbst, dtiss bei geodätischen Untersuchungen n auf 86 
steige; BesseTs Gradmessung erfordert die Bestimmung von 70, SeideTs 
photometrische Versuchsreihe eine solche von 72 Unbekannten. Um solchen 
Anforderungen Genüge zu leisten, hat der letztgenannte Mathematiker ein 
approximatives weit schneller zum Ziele führendes Verfahren vorgeschla- 
gen '^*j, dem er dann noch später eine speziell für astronomische Zwecke ^ 
dienliche Fassung gegeben hat '^). Dasselbe ist jedoch nur dann mit 
völliger Sicherheit als ein convergentes zu betrachten, wenn jede der De- 
terminante des Systemes eondiagonale Unterdeterminante (Kap. II. §. 14) 
einen positiven Werth besitzt. 

§. 6. Mit Hülfe der Determinanten hat Fürstenau^^) eine sehr 
bemerkenswerthe Methode zur Auflusung höherer algebraischer Gleichungen 
eruirt, welche vor anderen Verfahrungsweisen den grossen Vorzug hat, 
stets und ohne alle Vorbereitungen eine völlig bestimmte Wurzel zu liefern 
und mit gleicher Leichtigkeit auf literale, wie auf numerische Gleichungen 
sich anwenden zu lassen. Wir werden diese Moj^hode hier nach der we- 
sentlich vereinfachenden Ableitung Baltzer's^^) darstellen. 

Gegeben sei eine algebraische Gleichung vom nten Grade 

= bq + aix + a2x2 + . . . + anX** , 

deren Wurzeln sämmtlich reell sein sollen; auch enthalte dieselbe keine 
mehrfachen Wurzeln. Indem wir diese Gleichung successive mit x, x^, x^... 
multipliciren, erbalten wir folgendes System von Gleichungen: 

— ao = aix 4- a2X- -h . . . -f an x" , 

= aox 4- a,x2 + . . . + an~ix» + an x»+S 

= aox^ 4- , . . + an-2X^ + an-ix»+i + an x"+2 



i Sämmtliche Gleichungen sind in Bezug auf die einzelnen Potenzen 
von X linear; man kann also diese Potenzen als unbekannte Grössen auf- 
fassen und (p — 1) aufeinanderfolgende, z. B. x^+S 1^+^ . . . x^+p 
eliminiren. 

Wir bilden die (orthosymmetrische) Determinante pten Grades 

, ak ' ak+i ak+2 . . . ak+p— 2 ak+p-i 

ak— 1 ak ak+i . • • ak+p— 3 ak+p— 2 

ak-2 ak— 1 ak ^ ... ak+p— 4 ak+p— s 



— 1 



A = 

ak— p+i ak— p-j-2 ak— p+3 • • • ak-i ak 
Multiplicirt man dann diejenigen Gleichungen, in welchen die zu 
eliminirenden Potenzen von x vorkommen , ,der Reihe nach mit den nach 
den Elementen der ersten Vertikalreihe genommenen ersten Unterdetermi- 
nanten von A und setzt 
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: (»0 + »iX + . - 



■iM^ 



. + aox' 



dak-c 



. die Addition der betreffenden Gleichnngen 

— (fi^ + bixk+p + |>,ik+P+l + , . . bn-kX°+P-'. 

Werth von g>* lässt sich nun folgendermasaen als Determinanle 



+»ll + . . 


+ akx» ak+i Rk+B 


. . . ak+p-i 




+a,x' + . . . + ak-ii'' ak ak+i . . . an+p-g 




'+aii3+ . . . + ak-2x* ak_i ak ... Rk+p-a 




lo*^ ak— p+a ak— p-i-3 '. . . ak 




Determinante läest sich sofort in folgende Summe vor (k + 1) 
en zerfUIlen: 


.k+8 . . . 
4+1 ■ . . 
« ... 


+ • 


»1 »k+. '^+. . . . 


*k »k+i to+s . . .1 
"hi-I ftk "hc+I . . .' 
»k-s »k-i »t . . .:' 

. . . _ . J 


xxm Xk+i, Xk+2 . . . sn-k Wnrwln der aufzulösenden Glei 


Jinng. 



= yj + S br xk+p+i^i (i = k + 1. k + 2 . . . n), 

die Grössen b, welche Fanktioneii der Übrigen Potenien von i 
tarnt man noch die obige Oleichong 

r=ii'k 

= 9)J + 8 b, x^+P+'^' 

hat man ein System, welches nach §. 3 nnr dann bestehen bann, 
.e Determinante sich annollirt; dividiren wir in dieser jede Zeile 
zweites Element, so ergiebt sieb uns folgende Gleichung: 



^k+i 



ck, ck+i - . . Cn die noch den Elementen der ersten Colonne 
len ersten Unterdeterminanten von A'. so liefert eine ZerlegoDg 
dleichung 
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^ Oitpl + a+i [-—j 9^^_ + - - . + '^[l-) V\^> 

wo in den Grössen c natürlich kein p mehr TOrkommt. Nehmen wir mm 
an, der höhere Index einer Warzel dente anch ileren absolutes Gh'Össer- 
seia an. Lässt man p über jede GrSsse hinan&wachsen, so verschwindet 

jeder Smcb 7on der Form ( — 1 , nnd es bleibt nnr übrig yj = 0. 

So hat man also fttr das Frodakt der k ersten Worzeln folgenden 
Werth gefunden: 



. Jk = (- !)• , 



Die den Diagonalelementen angehängten Zahlen dienen lediglich dazu, 
festzustellen, dass die Determinante des ZShlers, wenn die Berechnung 
irgendwo abbricht, einen um eine Einheit niedrigeren Qrad bekommen 
mnss, als die des Nenners. 

Van besonderem Interesse ist es, die absolut kleinste Wurzel, welche 
bei unserer Bezeichnung also gleich Z| wäre, kennen za lernen. Dieselbe 
ffOrde sich anch ohne die o^ durchgefllhrte Betrachtang nnmittolbar 
in dieser Form gefanden haben: 



au 


Bk+l 


ak+3 . . . 




an 


ak+i 


ak+B . . . 


ak- 


aks 


ak+i . . . 




»k- 


aks 


ftk+i . . . 


ak-a 


ak-i 


ak4 . . . 




ak- 


ak- 


aks ... 



ai aa % . 



H »1 ■ 



»1 »J »3 »1 

ao aj aj a3 



ao »1 



Mit besonderer Leichtigkeit liefert das hier skizzirte Verfahren die 
D&hemngsweise Auflösung solcher reciproker Gleichungen, deren jGoöfßcien- 
(«n aufeinanderfolgende Binom ialcoflfficienten sind. Hat matT z. B. die 
Gleichung 

= 1 + 4x + 6x3 + 43jS + x« 
zu behandeln, so ist nach FUrstenan die kleinste Wurzel, wenn man 
etwa bei Determinanten vom fdnften u&d sechsten Grade st«hen bleibt, 
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nnd diesem Quotienten können wir nach Kap. Iir. g. 9 den folgenden 
8ul>gtitniren : 

_ /4 + 4\ . /4 + 5\ _ _ 56 _.- _ 2_ 
\ 5 } '\ Q } Si ' 3' 

Dieser Werth, oben eingesetzt, ergiebt fDr diis recbtsstehende Polynom den 
von Nnll verhSltnias massig nnr wenig abweichenden Werth 0, 012 . . . 
Die Annahmen Über die Kealitttt sämmtlicher Wui-zelu, sawie auch 
über das Nicht - Vorbandensein von Doppelwurzeln etc. sind nicht absolut 
nothwendig; Fllratenau hat ^") den Nachweis geführt, dass auch hiefür 
seiae Methode sich adaptiren lasse *). 

§. 7.. In naher Beziehung zu den Deduktionen des vorigen Para- 
graphen steht die allgemeine Lösung der Aufgabe: ßine bei einem belie- 
' bigen Gljede abbrechende recurrirende Reihe fortzusetzen, ohne deren 
„Scale" zur Verfügung zu haben, sowie vor Allem auch die ümkebmng 
dieser Au^be. Bekanntlich heisst eine Potenzreibe 

ao- + ajx + . . . an-tx"-'' + . . . + anx° + . . . 
daiin recurrirend von der rten Ordnung, wenn die CoBf^cienten an, 
Bn— 1 . . ■ an— r durch eine durchaus lineare Gleichung verknüpft sind, 
welche eben die Relattonsscale genannt wird. Jede solche Beihe ist dem- 
nach durch 2r Folgeglieder bestimmt nnd kennt man alle Coeflicienten bis 
zum 2rten exclusive, so läset sich dieser leicht berechnen- Denn nach den 
- Bedingungen der Recurrenz besteht folgendes ßjstem von Gleichungen: 
ar -I- ,0|ar-l + «jUr-i ^ . . . + ttra« = 



aar -I- aia2r-i + «aast-a + . , . -|- a,^ = 
die Bedingung für die Coexistenz dieser Gleichungen ist 



Hieraus berechnet sich asr linear; ist a2r-i-i gesucht, so hat man b1w 
BHmmtliche Indices um eine Einheit zu erhöhen. 

Ist z. B. die Beihe zweiter Ordnung 

1 -t- 3s + 4i2 + 7i3 + . . . 
um zwei Glieder fortzusetzen , so ■ berechnen wir »4 und ^ bezüglich ans 
den beiden Gleichungen 

*) Obwohl sirh. wie neaerdings Nägelabach^) dargetban bat, sehi wobi 
zeigen l&sst, dass der wahre Warzelwerth gtetä zwischen zwei Bofeinanderfolgendeo 
N&hernngBwerthen liege, so geoi^gt dieu- doch nicht zur endgültigen Featatellung 
der Conveigenz, denn es wäre ja an sieb denkbar, daas beide Kategoriean von Nä- 
benmgsbrüchen in entgegengesetztem Sinne divergirton. Diese Lücke ist bedanet- 
lieh, denn beatfinde sie nicht. bi bes&ase man dnrob Fürstenan's Metbade einen 
direkten rein algebraischen Beweis Ha den Fandamentalsatz der Algebra, daas jeder 
algebraischen. Gieicbnng nten (itades n sie befriedigende Werthe zakonimen ~ einen 
Beweis, der einen elementaren Charakter trüge nnd den bisher aDvermeidlichep Be- 
knrs aaf Continoitätsbetracbtongen n. dgl. überflüssig machte. 
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4 3 1 




7 4 3 


7 4 3 


= 0, 


a^ 7 4 


a4 7 4 




a5 a4 7 



= 



und finden a,^ = 11, a5 = 18, so dass also die erweiterte Reihe 
1 + 3x -4- 4x2 4- 7x3 + 11x4 + igxö + . . . 

erhalten worden ist. 

Eine recurrirende Reihe entsteht immer durch Division zweier ganzer 
Funktionen, so zwar, dass die Punktion im Nenner einen um 1 höheren 
Grad besitzt, als die im Zähler. ' Ist nun im Gegensatze zu dem eben 
diskütirten Probleme eine vollständige recurrirende Reihe gegeben, so kann 
man sich/ die Aufgabe stellen , zu derselben die er/.eugende Bruchfunktion 
zu finden. Für diese Aufgabe, welche in neuerer Zeit Dietrich 22) ein- 
gehend behandelt hat, wurde bereits früher eine elegante allerdings aber 
nur partielle Lösung von Lieblein 23) gegeben, welche wir hier repro- 
duciren, resp. weiter ausführen wollen. 

Die Reihe ^ei 

a^) -h ajx 4- a2X- + . . . + arxr, 
die erzeugende Punktion 

Aq + A|X + . . . + Ar-lX'^'^ 
1.4- ffjX + . . . 4- «r-lX'"^ 4- «rX*^* 

indem wir ja den ganzen Bruch als mit dem ersten Gliede des Nenners 
dividirt voraussetzen können. Gehen wir nun wieder auf das oben aufge- 
stellte System linearer Gleichungen zurück, so finden wir in bekannter 
Weise nach einigen einfachen Reihen vertauschnngen 



Ofr = 



-ar aj . . . ar— 1 
ar+i a2 . . • ar 



ao 
ai 



SL2 



ar— 1 

ar 



') 



— a2r— 1 ar . . . a2r— 2 ftr- 1 ar . . . a2r— 2 

Hieraus sind also die Constanten des Nenners vollständig bekannt. 

Zur Berechnung des Zählers brauchen wir nur den Nenner mit der 
Reihe zu multipliciren, das Produkt dem Zähler gleich zu setzen und wei- 
ter nach dem ,Gesetze der unbestimmten Coöfficienten zu verfahren. 

Dann erhalten wir folgende Gleichungen: 

Ao =: ao, Ai = ai 4- «lao, A2 = 8-2 + «1*1 + «2*0 • • • 

Ar— 1 '—■ ar-l 4" Otiar-2 4" . • • + «p -iBt)» 

so dass also mit Rücksicht auf das zuletzt gefundene Resultat jeder Co6f- 
ficient Aq als eine Summe von zweigliedrigen Produkten erscheint, deren 
einer Paktor je ein a, der andere ein Detorminantenquotient der ange- 
gebenen Art sein wird. 



*) Diese Formel leidet bei Li eh lein (a. a. 0.) an einem Schreibfehler, wel- 
cher, als dem ersten Augenschein keineswegs anfföUig, auch in die erste Auflage 
dieses Buches (S. 136) übergegangen, hier aber verbessert ist. Die betrefifenden De- 
terminanten sind nämlich hei genauerem Znsehen gar keine solchen, indem die Ho- 
rizontalreihen r. die Colonnen (r 4- 1) Elemente enthalten. Allerdings ergäben 
hier auch unvollständige Determinanten einen guten Sinn, diess müsste aber äusser- 
licb angedeutet werden durch die zwei Striche der Matrix. 
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Wie heisBt z. B. die erzeugende Funktion der recurrirenden Beihe 
zweiter Ordnung 

1 + 4i — 13i» + 6i3 + . . . ? 
Hier ist die Funktion des ZHhlers linear; diejenige des Nenners qua- 
dratisch ,' und zur Bestimmung der zwei Grössen «] .und a^ dienen die 
Gleichungen (% = 4, a2 = — 13, a.3 = 6) : 

4«2 — 13«, = — 6. 



f 4o, 
jfert 
13 



18 4 
t6 —18 



—13 I 4 ■ 

Zähler ist allein Aj durch die Relation Äi ^ 4 + £ 
1, so daes sich als erzeugende Brucbfanktion 



1 + 2x + 5i* 

Analogie, welche zwischen dieser Gattung von Problemen 
vorigen Paragraphen betrachteten obwaltet, hat zuerst Han- 
> §. 6) hingewiesen. 

Von grosser Wichtigkeit für die Theorie der Gleichungen sind 
•eterminanten, durch welche man die Summen gleicher Wur- 
independent durch die Coöfficienten der betreffenden algebcai- 
ung auszudrücken im Stande fst. Sind aj, ag . . . an die 
1er Gleichung 

ayx" + aix"-! + aix"-* + . . . + an = 0, 

an mit Fiedler^') S ßj =: s^, so erhält man nach Albert 

zur Berechnung dieser Summen folgendes System TOn recnr- 
hungen: 

»1 + ao3i = 0. 

2aj + a,si + aoSj = 



tat + at_iSj + ai-gsa + .. . . + aisi_i + ayS, = 0. 

let man hieraus ist und bemerkt, dass die Determinante äes 

ch auf das Produkt a|: ihrer Diagonalelemente redncirt, eo 



•=(-ü' 



•i «0 


. 


. . 


2si a, aj 





. . 


Sag aj a, 


ao ■ 


. . 


4«, aj a. 


ai . 


■:".i 



[tat at-i at-a at-3 . . . aii 
ige System linearer Gleichungen gestattet noch eine zw«te 
er wichtige Yerwundang', indem man nitmlich nicht mehr die s, 



sondern jetzt die u als die unbekannten Grt 
Behandlung erhalt' man 



t_i St-J 8t-3 



41 yh 



+ 8. 



'b, 1 

. _ ao la-i s, 2 

*-4! |s3 sj s, 3 

a^ 33 s. 8, 

§. 9. Obwohl strenge genommen nicht eigei 
minationspiobleme gehörig reihen wir doch hi 
Theorie der Gleichungen wichtige Betrachtung ai 
sem Paragraphen die Bezeichnungs weise de« vorige 
Einfachheit halber og = 1 setzen. Alüdtinn mOj 
a, ... an unserer Gleichung vom nten Grade 
QrSssen a'i, a''> . . . a'a vorhanden sein, und w 
mi'nante 



1 



1 



welche wir mit 



n n {«'i - 



|(o'l-«l) («'2— «8 



■ «J) - 



L. 



I(a'n-ai) (a'a—a-i 
iDultipliciren. Dadurch entateht eine Determinan 
nahmsloB ganze rationale Funktionen der gegel 
Grude sind. Bezeichnet man das Produkt sSmml 
und r' fdr sich allein zu bildenden Differenzen 
sich leicht einseben, dass der Ausdruck 

A . lljil~\a'i — «]) ; 
weder von einem a noch von einem a' abhKuKit 



•J Wu^ n&mlich etwa «j - 



, Bo verschwind« 



interimistisch a'i rr «j, so wird PP' = 1", und da sich, offenbar die De- 
termiaante A auf ihr zweites -Diaffonalglied reducirt, eo ist jetzt 
mn-ll K"!— "2l («1— «3) ■ ■ ■ («1— «n) 

^ - ^'' i 

((«n-0|) (ß„— 02) ■ ■ ■ f«»— On-l) 

jener Quotient aoch für ein von P verBcfaiedenes P' Beinen 
teni Ton ( — 1) beibehält, folgt 



i— «j) 



veise möge noch Aber den vorhin einj;enihrten Ausdruck P^, 
Jnadrat aller Uberhanpt möglichen Wurzel differenzen einer 
-stellt, Einiges bemerkt werden. Man nennt diesen Ausdruck 
inante der Gleichung *). Dieselbe k»ni; noch' in einer an- 
argestetlt werden. Es ist nSmlich nach Kap. IIb §.1/7 

;«i-03) ... («1 On) X. 

«i- «3) . . . («2- «d) X nto-l 

=1 IF 

bige Doppelprodukt P- das Produkt // zweimal, nur ^it 
k^orxeichen der Differenzen in sich enthalt, so ist, wenn wir 
lante mit (f bezeichnen, 
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«'2-or, ■ 


1 
' ß'n— «1 

1 
■ «'n-a^ 
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«'s On ' 


1 



1 0, «,ä . 


. . «I--1 


1 «, Oj" . 


. . «,"-> 


1 «s 03' ■ 


. . 03""' 


1 0. «.' . 


. .<.„-■ 



enthaltende Determinante ^, und ein Gleiches gilt fQr a\ — a',, 
»ohl dnrch (n^ — n^) aU Buch dnrch {n\ — "'[) ohne Rest theiibir. 
ich versteht man nnter der Discriminante einer Gleich nng jedePuak- 
leln, welche für den Fall der GleicLbeit zweier Wurzeln selbst vei- 
insoferne könnte jede beliebige Potenz von P ao bezeichnet werden, 
hier gebraucbte Werth conventionell zu dieser Bezeichnung erhoben 
noch speziell die hSchate Potenz von i den CoSfhcienten 1 hat Die 
eichting i^ + bx + c = ü liefert so 
/V^"^4c" _ b . VP^ 



-eihige Deterntinante 
lezeichnet 



avr; 



4)' 



b' - 



I wird jdenn aach gewöhnlich aia 
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(-1) « . (- 1) 2 . i72 = (-1) 2 . (- 1) 2 . J2, 

P2 = d2^ p = + ^. 

Wir gewinnen so einen Satz, welchen Fiedler mit folgenden Worten 
ausdrückt ^^): 

Did Discriminante einer Gleichung kann nach dem Mul- 
tiplikationsgesetze der Determinanten leicht aus dem Pro- 
dukt aller Wurzeldifferenzen abgeleitet werden. 

Einen einfachen Beweis der obigen Relation hat auch Weihrauch ^^) 
angegeben. 

§.' 10. Mit dem Namen des Eliminationsproblemes im engeren Sinne 
bezeichnet man gewöhnlich di^ Aufgabe, aus zwei gegebenen algebraischen 
Gleichungen mit Einer Unbekannten diese letztere wegzuschaffen. Es han- 
delt sich hier also um Angabe derjenigen Belation zwischen den Coöfficien- 
ten beider Gleichungen, welche sich ergeben würde, wenn man die unbe- 
kannte Grösse aus der einen Gleichung bestimmte und ihrei)i Werth in der 
anderen substituirte. Mit Eni er ^^), welcher diess Problem zuerst ein- 
gehender betrachtete, können wir dasselbe auch noch folgendermassen for- 
muliren : Es soll die Bedingung dafür aufgesucht werden, dass den beiden 
gegebenen Gleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel Zukomme. 

Eine Lösung dieser Aufgabe wurde, wie wir (Kap. I. §. 2) sahen, 
bereits von Leibnitz angedeutet.^ Später beschäftigte sich B^zout 
(Kap. I. §. 5) längere Zeit hindurch mit demselben; das Hauptaugenmerk 
richtete er bei seinen Arbeiten auf' die Bestimmung des Grades der bei 
der Elimination resultirenden Gleichung. Er erreichte seinen Zweck, wenn 
auch nicht in der wünschenswerthen Allgemeinheit; Vollständig wurde 
auch dieser letzteren Forderung die Begel Minding's^^) gerecht, zu deren 
Herleitung sich ihr Erfinder jedoch noch nicht des eigentlichen Determi- 
nantencalculs bediente. 

Die Auflösung unserer Aufgabe vollzieht sich am einfachsten vermit- 
telst der von Sylvester^) vorgeschlagenidn und von ihm als "dialy- 
tische bezeichneten Methode, welche von den Determinanten Gebrauch 
macht. 

Gegeben seien die beiden Gleichungen 

amx"» 4- am-ix°»-i + . . . + aix -|- a^ = 0, 
AnX^ 4- An-ix^^i + . . . + AiX + Ao = 0. 

Man multiplicire die erste Gleichung succesöive mit x", x**— * . . . x^, x^, x^, 
die zweite ebenso mit x™, x^—^ . .^. x^, x^, x^; alsdann erhält man ein 
System von (m + n) Gleichungen in folgender Gestalt: 
amx°»+'» -I- am-ix»»+"-i + . . . + a2x'»+2 + atx'^+i -|- aox» = 0, 

amx»»+»-i + . . . + aex^^H-« + a^x'^+i + a^x«^ + e^^-^ = 



amx"»+i + . . . + a^x» -f »ix^ + aox = ; 
A„x»+a + An-ixn»f»-i + . . . + A2xn^+2 + AjX^^+l + Aox«» = 0, 

Aaxm+n-i + . . . + A3X«»+2 4. AgX^^+l + AiX°> + AoX = 



^ An x'^+i + . . . + A2x3 + Aix2 + AoX = 0. 

Günther, Determinftntentlieorie. 2. Aufl. g . 
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Betrachtet man B&mmtliclie Potenzen von s — ganz ebenso wie diesa 
bei der Fttrstenan'scben Metbode (vergl. §. 6) erfordert wird — ala Un- 
bekannte, so ist in Bezng anf diese das System ein lineares. Damit also 
die gegebenen (m + n) Öleichnngen zusammenbestehen können, rnnss eine 
Bedingangsgleicbung existiren, nnd diess ist nach §. 3 des Kapitels die 
folgende : 




In dieser Gleichung kommt die Grösse x nicht mehr vor; £ie ist somit 
das Besiiltat der Elimination. DasE sich auf diese Weiae der Grad der 
Elimination sgteichung leicht bestimmen lässt, leuchtet ohne Weiteres ein. 
Beispiel 1. Hat man ans den beiden Gleichungen 

AX^ + bx* + ex* + d = 0, fx2 + gx + h = 
die Unbekannt^ x zu eliminiren, so erhält man nach Sylvester folgende 
5 + 2 = 7 Gieicfaungen: 

a.x' + bx« + Ol» + ex* + 0x3 + jjZ 

ai6 + bx6 + Ox* + cx3 + 0x2 + ai 
fx^ + gxS + hx» 

fi^e + gx* + ix* 

fx^ + gl* + hx3 

tx* + gx3 + hl' 

fs3 + gxi + bx 
Ana diesen sieben Gleichungen folgt durch Elimination 
a b c d Oi 



= 0, 

= 0, 

= 0, 

= 0, 

= 0, 

= 0, 

= 0. 



b 



d 



f g h 
f j ' 

Beispiel 2. Sind in einer Ebene zwei Kegelschnitte gegeben, nnd 
zieht man an jeden derselben Tangenten, so kann man ans denselben 
projektivische Systeme bilden; es besitzen nämlich zwei Systeme diese 
Eigenschaft dann, wenn auf einer geraden Linie eine zu buiden Systemen 
projektivische Punktreihe gefunden werden kann. Siod die Gleichungen 
der Kegelschoitte in Liniencoordinaten gegeben, so sind die Gleichungen 
zweier solcher Tangentensysteme folgende: 

A + BA + C;is = 0, A' + B'X + G'l^ = 0, •) 

3 werden die dnrdi 
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A' 
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B' 
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B' 


A' 







A' 


B' C 



wie H e s s e ^^) dargethan hat. Je zwei aufeinander bezogene Gei^ade die- 
ser Systeme bestimmen durch ihren Durchschnittspunkt eine gewisse Curve ; 
man will wissen, von welcher Ordnung dieselbe ist. Die Gleichung der 
krummen Linie findet sich aus den obigen beiden durch Elimination des 
Parameters X, Wendet man Sylvester's Verfahren an, vertauscht im 
Resultat erste und zweite, dritte und vierte Zeile, sowie, auch erste und 
vierte, zweite und dritte Colonne, so folgt 



== 0. 



Ein Blick auf das Diagonalglied lässt erkennen, dass die durch diese 
Gleichung repräsentirte Curve von der vierten Ordnung ist. 

§. 11. Eine sehr wichtige Anwendung gestattet das skizzirte Ver- 
fahren auf dip Bestimmung des Kennzeichens zu machen, welches für die 
mehrfachen Wurzeln einer Gleichung besteht. Ist z. B. 

fx = (x — a)2V/x , f X = (x — a) (2V/x + (x — a)V/'x ), 

so erkennt man, dass für den Fall einer Doppel wurzel das Gleichungs- 
poljnom ■ und sein erster DifiPerentialquotient einen gemeinschaftlichen Faktor 
besitzen müssen.s Daraus fliesst sofort die Begeh 

Verschwindet der nach dem dialytischen Verfahren ge- 
bildete Elimin ations- Ausdruck zwischen einer Gleichung 
und ihrer ersten Ableitung, so besitzt erstere zwei gleiche 
Wurzeln* 

Ist z. B. 

fx = x3 — 11x2 + 32x — 28 = 0, fx = 3x2 __ 22x + 32 = 0, 
so liefert die Elimination die Determinante 
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—11 
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—22 
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32 
—11 

32 

—22 

3 



—28 
32 

32 

—22 




—28 


32 



welche bei'm Ausrechnen sich annullirt. Die Gleichung besässe sonach 
eine Doppel wurzel, und in der That ist 

fx = (x - 2) (x - 2) (x - 7). 

Natürlich verschwindet in solchem Falle auch die Discriminante (§. 9). 
Durch einen analogen Gedankengalig lassen sich auch die Bedingungen 



A -I- 2AB -f- A2C = 0, A' + 2^B' + ^2C' = 
charakterisirten Gebilde dadurch einander projektivisch zugeordnet, dass man zwi- 
schen ihren Parametern eine beiderseits lineare Gleichnng f(il, ^) = setzt. Ueber 
diese Gleichung kann nun weiter so verfugt werden, dass sie in die nachstehende 
l = ßi übergeht, so da^s dann also die Gleichungen der Tangentengebilde die oben 
dafür angegebene Form annehmen. Bei dieser Art der Interpretation ergiebt sich 
dann die resultirende krumme Linie in ihrer Eigenschaft als Ordnungscurve. Unter- 
suchungen über diese letztere, und ihr Seitenstück hat Bretschneider^i) ange- 
stellt; aus der Einleitung der betreffenden Schrift stammen auch die vorstehend 
mitgetheilten Erläuterungen des Hess ersehen Verfahrens. 

8« 



-•«^r«:- 



t *'^ 
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für die Co6xistenz von mehr als zwei Gleichungen mit Einer Unbekannten 
aufstellen. Wir verweisen jedoch betre£fs dieser Untersuchung auf eine 
derselben ausschliessend gewidmete Arbeit Björling's^^). 

§. 12. Es ist von selbst klar, dassdie bisher diskutirte Eliminations- 
methode auch dazu gebraucht werden kann, aus zwei Gleichungen mit 
zwei Unbekannten die eine wegzuschaffen, d. h. eine Gleichung herzustellen, 
in welcher nur noch eine einzige unbekannte Grösse vorkommt. Man be- 
tracjjitet eben einfach die nicht zu eliminirende Unbekannte vorläufig als 
bekannt, bildet die Resultante und hat dann eine Gleichung, in welcher 
ausser den Co^fficienten beider Gleichungen nur noch jene eine Unbekannte 
vorkommt *). 

Hat man z. B. aus den Gleichungen 
ax^ + bx^y + cxy^ + dy^ = 0, ax^ + ßxy -H yy^ ::3:: q 
die Unbekannte x zu eliminiren, so findet man nach §.10 sofort 



= 0. 



Man erkennt sofort, dass die Elimination eine Gleichung sechsten Grades 
für y^ergiebt. 
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*) Hie und da lässt sich dieser methodische Prozess durch eiuen anderen er- 
setzen, der vermittelst eines Kunstgriffes die Endgleichung rasch und in praktisch 
brauchbarerer Form liefert. Diekmann hat eine Menge solcher hübscher Apercus 
mitgetheilt, von welchen wir eines hier ausheben wollen 34). Wir transformiren die 
vorgelegten Gleichungen 

x2 -f 2axy + by2 — m, x2 + 2yiy + dy2 = n 
in die Gestalt: 

x(x 4- «y) + y(«x + by) = m,'x(x + yy) -f y(yx + dy) = n; 
dann werde x und y nach den Regeln von §. 1 berechnet. Diess giebt 



X = 



m 
n 



«x+by 
yx+dy 



y = 



x+«y 
x+yy 



m 
n 



jx-hiry «x+by 
|x-hyy yx+dy 



x+ity «x-fby 
x + yy yx-fdy 

und setzen wir wie sonst die Determinante des Nenners = /\, so ist 

1) x(/^ + n« — my) — y(bn — md) = 0, 

2) x(m — n) — y(^ — n« + my) == 0. 

Kreuzweise Multiplikation l&sst aus diesen beiden Gleichungen die folgende hervor- 
gehen : , 

A^ — (n« — my)2 — (bn — md) (m — n) = 0, 

A = ± V(na — my)2 -f (bn — md) (m — n). 
Durch Subtraktion der beiden ursprünglichen Gleichungen ergiebt sich x als lineare 

y(A — n« 4" DJy) 

Punktion von y und y^: setzt man für x aus 2) seinen Werth 

•' ■' m — n 

und darin den Werth von /\ ein, so resultirt für x eine rein quadratische Gleichung, 
während das gewöhnliche Eliminationsverfahren eine reducirbare Gleichung Tom 
vierten Grade ergeben haben würde. 
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Diess Verfahren bleibt auch dann noch anwendbar, wenn es darauf 
ankommt, aus n Gleichungen mit ebensovielen Ünbekaniiten (n — 1) der 
letzteren wegzuschaffen, sodass zuletzt nur Eine Gleichung mit Einer Un- 
bekannten restirt. Ein Beispiel wird den W^ klar machen, welchen man 
hier einzuschlagen hat. Gegeben seien folgende drei Gleichungen 

ax^ + bxz + d = 0, yz — ex = 0, cxy + fx + g i=: 0. 

Eliminirt man zunächst x aus der ersten und zweiten und dann aus der 
ersten und dritten, so bekommt man 



= 0, 



ay V + beyz^ + de^ = ag^y + c^dy^ + 2odfy — bcgyz — bgfz + df^ =;= 0. 

Würde aus diesen beiden Gleichungen y eliminirt, so bekäme man 
eine vierreihige, bei z nur eine dreireihige Eliminations -Determinante ; 
letztere wird vorzuziehen sein, und es bleibt uns sonach nur noch folgende 
Gleichung für y: 

ay^+bey - de^ 

-bg(cy+f) cMy2f(ag2 + 2cdf)y+df2 

-bg(cy+f) cMyH(agM-2cdf)y+df2 

welche für y bicubisch ist. 

§. 13. In diesem Paragraphen sollen noch zwei interessante Anwen- 
dungen der Sylve^st er' sehen Eliminationsmethode gelehrt werden. Aus 
dem Vorstehenden lässi sich nämlich auch leicht ein Verfahren ableiten, 
die in einer Gleichung vorkommenden Irrationalitäten fortzuschaffen und 
so ein altberühmtes bereits von Fermat^^) angeregtes und seitdem von 
den verschiedensten Mathematikern mit mehr oder weniger Glück behan- 
deltes Problem ganz allgemein zu lösen. Hat man nämlich die Gleichung 



= 0, 



m. 



m. 



m. 



m 



n 



■ ai Vf(i) + a2 Vf(«> + a, Vff + . . . 4 a» Vf?» = A 

Z^ Xq x« x^ 

rational zu machen, wo mi, m2 . . . mn willkürliche ganze positive Zahlen, 

fic«> ^ • • • ß^ rationale und ganze Punktionen einer unbekannten Grösse 
Xo sein mögen, so wird man 1^) = Xj"^», f^^^ = X2™« . . . f^) = x™n setzen. 

So erhält man ein System rationaler Gleichungen, zu welchen noch die 
lineare Gleichung 

afX] + a2X2 + a3X3 -|- . . . + anXn = A 

hinzutritt. Aus diesen (n -h 1) Gleichungen eliminirt man nun die n Un- 
bekannten Xj, X2 . . . Xn und behält dann Eine Gleichung übrig, in wel- 
cher blos Xo, und zwar rational, vorkommt. 

Beispiel. Sei gegeben die Gkichung 
VÄxo 4- a + VBxi) 



+ VBxo + b + c = 0. 
Wir setzen den ersten Eadikanden = Xj^, den zweiten = Xo^ und 



haben dann folgende drei Gleichungen: 

1) X| + Xo -^ c = 0,' 2) X|2 — Axq = a, 3) xo^ — Bxo 
Die Elimination aus Gleichung- 1) und 3) ergiebt zunächst 



= b. 



— Bio— bl 



I,' + 2cx, + o' — Bio — b = 0, 



und diesa, mit Oleichang 2) znsammengefasBt, schliesslicb 
ac e*~Bio— b 

1 2c cS— Bio- 



1 







ilcb^^) an. Sollen in der 



Eine weitere Verwendung fuhrt Seh 19m 
Gleichnng 

i" + ais"-' + . . . ftD-ix + an = 
die compleien Wurzeln berefchnet werden, so setze man i ^ a + iv, unter 
i die imaginäre Einheit verstanden. Fasst man, nachdem dieser Werth 
oben snbstitnirt ist, entsprechend zusammen, so geht unsere Oleichnng in 
folgende über: f(u, t) + i?i{u, t) ^^ 0, wo f und (/> ganze rationale Funk- 
tionen von n und v vorstelleu. Einem bekannten Satze Über compleie 
Grössen zufolge ist dann ^{n, t) ^= f(ii, ^ = 0; aus diesen beiden Gleichun- 
gen kann man je einmal u und t eliminiren , so dass man zu zwei nenen 
Gleichungen ' 

V-" = Z' = 
gelangt,' welche ausschliesslich reelle Wnrzelwerthe enthalten. 
Beispiel. Liegt die Gleichung 

i^ — 6i + 15 = 
vor, so erhält man durch die angedeutete Substitution zunächst 

a2 _ v2 — 6u = — 13, 2uT — 6v = 0, 
und weiter ist nach dem vorigen Paragraph 

I —1 n^— 6n+13| 
i/Ju = I2u— 6 = 0, ][T = 



2u— 6 



6 -vHl3| 
-6v 

2v - 6v I 



Reebnet man beide Determinanten aus, so wird 

Vu = M(2n — 6) = , X' = N(va ~ 4) = 0. 

Diess ergiebt u = 3, V :::= ± 2 und in der That sind 
ij = S + 2i, ij = 3 — 2i 
die beiden Wni-zeln. Damit ist auch ein neues Verfahren der AuflGsnng 
quadratischer (und höherer) Gleichungen gegeben. 

§. 14. Die einzige Art und Weise, auf welche wir bis jetzt das Eli- 
minationsresultat zwisohen zwei algebraischen Gleichungen vom mten nnd 
nten Grade anzugeben im Stande sind, ist die, dass wir dafOr eine der 
Xull gleiche Determinante vom (m + njten Gr^de aufstellen. Es hat 
jedoch Cayley^') in Verfolgung einer bereits von B^zont (Kap. I. §-5) 
ausgesprochenen Idee gezeigt, dass auch eine Determinante von niedrigerem 
Grade den nämlichen Dienst leisten kSnne, welcher dazu noch die Eigen- 
schaft zukomme, eine symmetrische zu sein. Fiedler^) bat diese Me- 
thode an zwei Qleichnngen des fünften Grades erläutert, und sein Beispiel, 
aus dem sich sofort das allgemeine Verfahren abnehmen läset, wollen wir 
hier reproduciren. 



n-i, i iiys^j.,;-.' 
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Wir setzen mit Sylvester ^^) die Determinante 
ap a'q — Oq a'p = (ap a'q ). 
Sind nun die beiden Gleichungen 

aox* + aiX* + ajx3 + a^i'^ + ftii + aj = 0, 

a'ox^ + a',x* + a',x3 + a'jX^ + a'|X + a'j = 

gegeben, ans denen x eliminirt werden soll , so multiplicirt man die erste . 

Gleichung mit a'o, die »weite mit Oq nnd findet dnroh ßnbtraktion letzterer 

Yon ersterer 

(ao'ai— aoa',)i^ + (a'oag -aoa'a)x3 + (&'tfi3—&^'i)x^ + (a^j— aoa'4)x 
+ (a'oa6— aoa'fi) = 0. 
oder in Sylvester's abgeklii-zter Schreibweise 

(aoa',)x* + Caoa':,)x3 -f (aoa'3)x' + (aoa'i)! + (aoa'^) = 0. 
Uattiplicirt man ebenso dio erste Gleichung mit a'oX + a'i, die zweite 
mit (aox + aj), so ergiebt die nämliche Snbtraktion wie oben 
(aoa'j)s* + [(aoa's) + (aia'B)!^^ + [(=»0»'*) + (»i^'s)]«' + [(a^a'^) + (aja'j)]! 
+ (aia'^) = 0. 
Ifultiplicirt man ferner die beiden Gleichungen noch successive mit 
folgenden Ansdrflcken : 

a'oX* + a'|X + a'ai aoi* + aix + aj, 
a'ox3 + ft'ix* + a'aX + a'3 ; aoi^ + aix' + ajX + aj, 
a'flX^ + a',x3 + a'^x^ + a'sX + a'«; a^x* + a|x3 H- a2X* + ajX +. a^, 
und bildet die Differenz, so gelangt man za diesen drei weiteren Gleich- 
ungen > 

{aoa'3)it*^+ [(aoa'i) + (a,a'3)]x3 + [(aoa's) + (aia'j) + (aga'a)]!^ 
+ [(*]«'&) + (asa',)]! + (aaa's) = 0, 
fa(ia'i)x< + [(aoa't,) + (a,a'H)]x3 + [(a,a'5).+ (aaa'*)]!* + [Caja'e) + {^B.\yi^ 
+ (a3a'B) = 0, 
(aoa'a)«^ + (aia's)!^ + (aja'ajx^ + (a3a'E,)x + (a^a'^) = 0. 
Wir haben anf diese Weise fünf Gleichungen erhalten, welche die 
Terme s^, x^, x^j x', x" linear in sich enthalten ; die Elimination der- 
selben giebt nach §. 12 die Gleicbnng 

Sa'i) (»oa'a) i^^'s) (a'^'4) (a«a'&! 

aoa'a) (aoa'3)+(aia'z) (aoa'()+(a|a'3) (aoa'6)-r(aia'4) (aia'i) 

;aoa's) (aoa'4)+(aia'3) (aoa'B)+(aia'4)+(aaa'3) (aia'6)+(aäa'4) (aaa'a) 
aoa'4) (aoa'6)+(a|a'i) (a,a'6)+{aja'4) (aja'i)+(aja'4) (aja'fi^ 
.!^'t) (aiä'5) (aja'ö) (aaa'a) (aia'ß- 

Diese Determinante hat den fünften Grad, während Sylvester's 
Methode eine vom doppelt so hohen oder zehnten Orade geliefert haben 
würde. 

Hiemit ist dann der wichtige Satz gewonnen : 

Die Eeanltante zweier algebraischen Gleichungen vom 
mten Grade ist eine Determinante desselben Grades, deren 
Elemente Summen zweireihiger Determinanten sind. 



■fiir^r 
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Ans dem im Vorstehenden dargelegten Entstehnngsgesetz der Resul- 
tante abstrahiren wir uns auch sofort das Bildnngsgesetz ihrer Elemente, 
wobei uns die Symmetrie den Yortheil gewährt, statt m^ deren bloss 

m + m — 1 + m — 2+... + 3 + 2+l=^(m + l) 

berechnen zu müssen. Sind z. B. di« beiden Gleichungen siebenten Grades 

0x7 4- 1x6 4. 2x& 4- 3x* + 4x3 + 5x2 + 6x 4- 7 = 0, 

O'x? H- l'x6 + 2'x5 + S'x* + 4'x3 4- 5'x2 4- 6'x + 7' = 

zur Elimination von x gegeben, wobei wir die Träger der Indices unter- 
drückt und bloss letztere selbst angeschrieben haben, so können wir, da 
Ausdrücke von der Form (qq' — qq') nicht vorkommen können , statt 
(p, q') sofort einfacher (p, q) setzen. Dann ergiebt uns der einfache In- 
duktionsschluss, dass die Diagonalreihe der Resultante nach Sylvester- 
Cayley folgende sein wird: 

(Ol), (0 3) 4- (12), (0 5) 4- (14) 4- (2 3), (0 7) + (1 6) 4- (2 5) 4- (3 4), 

(2 7) 4- (3 6) 4- (4 5), (4 7) 47 (5 6), (6 7). 

Die mit der Diagonalreihe parallel laufenden Elementen - Serien aber 
sind folgende: 

(0 2), (0 4) 4- (1 3), (0 6) 4- (1 5) + (2 4), (1 7) 4- (2 6) 4- (3 5), 

(3 7) 4- (4 6), (5 7); 

(0 8), (05 + 1 4), (0 7) 4- (1 6) 4- (2 5), (2 7) 4- (3 6), (4 7); 

(0 4), (0 6 4-1 5), (1 7) 4- (2 6), (3 7); . 

(0 5), (0 7) + (1 6), (2 7); 

(0 6), (1 7); 
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Hiemit ist die resultirende Determinante selbst vollständig gegeben; 
das angewandte Bildungsverfahren lässt sich leicht allgemein verificiren. 

§. 14. Zum Schlüsse dieses Kapitels möge noch gezeigt werden, dass 
der Gebrauch der Determinanten zur Behandlung der Systeme von Gleich- 
ungen nicht auf den Fall beschränkt ist, wo letztere entweder wirklich 
linear sind oder doch als linear angesehen werden können. Wir wollen 
die Resultante von n Gleichungen mit n Unbekannten zu bilden suchen, 
deren jede homogen und zwar die eine quadratisch ist, während die übri- 
gen vom ersten Grade sein sollen. Anstatt der dieses Problem in einem 
noch allgemeineren Sinne behandelnden Diskussion von Baur"^^) folgen 
wir hier der übersichtlichen . Darstellung von Versluys**). 

Das System sei folgendes: 

F ^ a,x,2 4- aaXo^ 4- ... 4- an Xn^ 4- 2biXiX2 4- 2b2XiX3 

4- ... 4- 2b/nxXn-iXn = 0, 

Ai,iXi jr Aj,2X2 4- ... 4- Ai,nXii = 0, 



An— ],lX| 4- An— 1,2X2 4- ... 4- An— l^nXn = 0. 

Differentiiren wir die Gleichung F = partiell nach säm.mtlichen in 
ihr vorkommenden Variablen, so erhalten wir n Gleichungen: 



i 
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1 dF 

^ j— ^ a^Xi + biX2 + b2X3 + . . . + bn-lXn = ^Ai,i + . . . + ^n Ai^, 



IdP _ 



2dxi 



= bn-lX, + b2n-2X2 + bsn— 3X3 + . . . + anXn= ii An- 1,1 + ... + XnAn-i^n. 

Da das System von (n — 1) linearen Gleichungen die Verhältnisse 
der einzelnen Unbekannten zu berechnen gestattet, so dürfen die Grössen 
^ ... An als bekannt angenommen werden, und es gestatten also diese 
n Gleichungen die Bestimmung sämmtlicher Grössen. Wir jedoch be- 
trachten in den uns zu Gebote stehenden (2n — 1) Gleichungen sowohl 
die X als auch die il als Unbekannte, so dass es deren mithin im Ganzen 
2n giebt. Dann ist nach §. 3 die Bedingungsgleichung der Co^xistenz 



folgende: 

ai bi ba 

b| a2 bn 

ba bn »3 



bn— 1 b2n-l b3n-3 

Ai,i A2,i Aa,! 

Ai,2 A2,2 A3,2 

A4 ,3 A2,3 A3,3 



bn-1 Ai,j Ai,2 
b2n— 1 A2,i A2,2 
b3n-3 A3,i A3,2 



.Ai,3 

A2,3 
A8,3 



A141 

A241 
A3,n 



. . . an An— 1#1 An— 1,2 An-1,3. . . An— i,n 

. . . An-l.i ... 

. . . An-1.2 ... 

. . . An-1.3 . .\ 



= 0. 



Ai,n A2,n A8,n . . . An— l,n ... 

Eine bemerkenswerthe geometrische Anwendung dieses Resultates i¥er- 
den wir im nächsten Kapitel kennen lernen. 

Ganz neuerlich ist Gundelfinger ^^) noch um einen Schritt weiter 
gegangen und hat auch für ein aus zwei quadratischen und (n — 2) linea- 
ren Gleichungen zusammengesetztes n gliedriges Gleichungssystem elegante 
Auflösungsformeln gegeben. Dieselben gipfeln in einer der vorigen ähnlich 
gebildeten Resultante, wo nur in der nach sämmtlichen Diagonal - Nullen 
genommenen ünterdeterminante nten Grades bezüglich bi durch (bi — Xct) 
ersetzt ist, wenn c beziehungsweise die Co^fficienten der zweiten vorliegen- 
den quadratischen Gleichung sind. 
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Kapitel V. 

Kettenbruchdeterminanten. 

§. 1. Als eine der wichtigsten Anwendungen der Determinanten- 
theorie auf andere analytische Gegenstände hat sich in neuester Zeit die 
Darstellung eines Kettenbruches als Quotient zweier Determinanten heraus- 
gestellt. Die Möglichkeit einer solchen Darstellung scheint zuerst von 
Bamus^) bemerkt worden zusein; auch Spottiswoode '^j uüdHeine^) 
wurden im Verlaufe anderweitiger Untersuchungen auf dieselbe geführt, 
ohne dass aus diesen gelegentlichen Hinweisungen der Wissenschaft ein 
eigentlicher Vortheil erwachsen wäre. Ganz neuerlich hob Thiele ^) 
wieder den Nutzen einer solchen Darstellungsweise hervor, während bald 
darauf 6. Bauer ^) bei gewissen analytischen und Casorati^) bei phy- 
sikalischen Problemen dieselbe mit Wtem Erfolge anwandten. Eine syste- 
matische Behandlung dieses Wissenszweiges ward unabhängig von Thiele^) 
und dem Verf. dieses ^) geliefert. 

Um zu der hier angedeuteten Darstellung zu gelangen, bedürfen wir 
nur des 'Satzes, dass man, um einen Kettenbruch 

— . ba 1 = bi : (ai -f- b2 : (a2 + . . . + bn : (an 

^ "^ ^ + • • • + a7 

mit einer Zahl M zu multipliciren, lediglich den ersten Theilzähler b| mit 
dieser- Zahl zu multipliciren brauche. Diess ist aber sofort einleuchtend; 

denn setzt man in bekannter Weise den Kettenbrnöh = ^, so ist 

qi 

Vi — h 
qi ai + 



P2 

q2 



und weiterhin 

M BL = M ^^ = -^ = Mbi : (a2 + bg : (aa + . . . + bn : (a„, 

q. at + 2i a, + 22 . • 

q2 q2 

und diess war zu beweisen. 

§2. Es sei nun folgendes System trinomischer recurrirender Gleich- 
ungen gegeben: * 
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aiXi X2 


= b„ 


bjjxi + 82X2 X3 


0, 


b3X2 + 03X3 - 


-X4 _ 0, 



bn Xn-l + an Xn = 0, (Xn-j^l =- O). 

Aus einem solchen Systeme lässt sich, wieEuler^) nachgewiesen hat, 
das Verhältniss zweier unmittelbar aufeinanderfolgender CFn bekannter so- 
fort in Grestalt eines Kettenbruches darstellen ; sieht man momentan den 
Term bi als Unbekannte an, so ergiebt sich in Anwendang auf den vor- 
liegenden Fall 

'^ 

'* = 1 : (ai -f- b2 : (a2 + . . . -t- bn : (an , 
bi 

oder, indem man mit b^ wegmulti^licirt, 

xi = bi : (ai -f b2 : (a2 + . . . + bn : (an . 

Berechnet man hingegen Xi aus dem obigen Systeme nach den Kegeln 
des vorigen Kapitels, so findet man 



xi = 



b, 


— 1 


. . 


. 







a, - 


-1 


. . 


. 








aa 


— 1 . . 


. 







b2 


»2 - 


-1 . . 


. 








ba 


v^\ . 


. 





• 
• 





h 


»3 • • 


. 





• 




• 



« • 
. . 


. an— 1 


• • 

— 1 




• 




• m 




• • 

. . 


• • 

. an— 1 - 


• 

1 








. . 


. bn 


an 










. . 


. bn 


an 



und es ist somit folgender Satz dargethan ^^) : 

Der nte Näherungswerth jedes Kettenbruches kann dar- 
gestellt werden als Quotient zweier Determinanten, die auf 
beiden Seiten der ersten Diagonalreihe je eine derselben 
parallele Serie von Elementen enthalten.' Die Determi- 
nanj^e im Zähler erhält man, wenn man die des Nenners nach 
dem ersten Theilnenner partiell dif ferentiirt und diese Un- 
terdeterminante mit dem ersten Theilzähler multiplicirt. 

^ Mit Zuziehung der obigen Bezeichnungsweise für den nten Näherungs- 
zähler und Näherung^nenner erhält man nach Kap. II. §.12 

b, f (ai + . . . + bn : (an = ^^.L = b, ^^^^^^^^^^ 

Qn . dai 

§. 3, Die eben festgestellte Darstellungsweise der Ketienbrüche wollen 
wir sofort dazu anwenden, die Anzahl ^der Glieder zu bestimmen, aus wel- 
chen bei der gewohnlichen recurrenten Berechnung die Aggregate Pn und 
Qn sich" zusammensetzen. Da Pn oflfenbar ebenso viele Glieder haben muss, 
wie Qn-i, so brauchen wir nur die Näherungsnenner in's Auge zu fassen. 

Ist St die Summe der tten Wurzelpotenzen der Gleichung - 



aox"^ + a,x"-i + 



-f- an -IX H- an "=^ 0, 



so besteht nach Kap. V. §. 8 folgende Relation: 



y 



•Ti 
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St-l 

a 



Qt-2._ st 



Qt-l . ou St-1 

a + 2d 



St 



oder da der Quotient bekannt ist 

st 






'"°(f - K? ^^)'^' (? -1/?^ ^"- ^"Hi-Vf ^^r 



it-^Vi 



^ + b + 2b 



) 



Hieraus erhält man durch eine einfache algebraische Transformation 
folgendes anscheinend von Stern ^^) zuerst in dieser Allgemeinheit ange- 
gebene Resultat: 






Qt-1 ^ b Qt- 



Ganz analog findet man natürlich den independenten Werth für den 
Kettenbruch b : (a — b : (a — ... — b : (a(t), indem nur oben ( + b) 
mit ( — b) vertauscht wird. 

Die hier entwickelte Formel kann nun zur Lösung des von uns oben 
angeregten Problemes dienen. Aus unserer drei Näherungsnenner ver- 
knüpfenden Relation geht sofort hervor, dass wenn yk die Gliederanzahl 
für den kten Nenner ist, dann ^k = ^k-i + ^k-2 sein muss. 

Wir haben demnach folgendes System trinomischer recurrirender 
Gleichungen : 

yt = yt-l + ^-2, 

yt-1 = y*-2 + yt-3; 



und behandeln wir dasselbe so, wie das allgemeinere in §. 2, so fliesst 



\ 



sein muss. Durch Einsetzung der beiden linksstehenden Werthe in dem 1 

obigen Bruchausdrucke folgt • 
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und schreibt man den letzten Determinantenqiiotienten wieder ais Ketten- 
bmch, ao ist es dieser: 
b, : (ai + ,. . . + Mbr-i : (Ma,-, + Mbr : (ar + - . . + bn : (»„ . 
b) Geseilt, man wolle den Werth des Kettenbrnehea 
K — bi : (ai + . . .. + b,-i : (ar-i + : (ar 4 . -'. + bn : (an 
bestimmen, dessen rter Theilzäbler dnrch Nnll ersetzt sind, so schreibt 
j iL-_ jj^ Determinanten form. Ea ist K gleich 



in auf jede dieser beiden Determinanten das Laplace'scfae 
ergiebt sich , woferne nur die oben beiderseitig abge- 
eterminante (n — r) ten Grades ^ ist, der Kettenbruch 



. . 



1 : (ai + . . . + b,-i : (arl,. 

■ptrischön Untersachnngen bedarf man des Lemma's, dafi£ ä 

aj + . . . + M : (an und M : (an + M : an-i + . . . + M : ( 
r N' und N" ergeben '^j. Nun ist 




kl 
IM 

'o 


— 1 

an- 
M 


. . 
— 1 ^ . . 

aa-a. - 







:0 






.. 
.. 


a, -1 
M a, 



diese beiden Determinanten einander gleich sind, folgt so- 
ll. §: 2. 
dependente Ausdruck för den Eettenbrnch 

bi : (»I — bj : (aj — ... — bn : (ao 



b, . 
a, 1 . 
b, », . 


. 
. 
. 




ai 1 . 
bä a, 1 . 
b, % . 


. 
. 
. 


0. 


. a. 




0. 


. au 



rde sieh natürlich leicht durch das Vorhergehende beweisen 
n kann man sich auch unmittelbar davon überzeugen- FSi 
Kettenbruch gelten bekanntlich die Becumons formein : 

an Pn-J — bn Pn-a, Qn = an Qn-1 — bn Qu-i- 



Ist nun beziehentlich Qn— i» Qn— a ond A eine der folgenden drei De- 



a, 1 . . 

b, a, . . 




ai 1 . . 
b, aj . . 


ai 1 . . 
b, a, . . 


0.. a„_, 1 
. . K- 1 a._, 




. . a._, 1 
0.. bn_2 an-a 


6 . . a._, 1 
lo . . b. an 



Bo finden wir darch Zerlegung derselben A gleich 



! 1 



— b„ 


V.: 


. 
. 








. 
0.0 . 


. an- 
. bn- 


I ■ 

an-2 



. = an Q„_i - bn Qn-: 



Es ist also A = Qu , d. h. gilt der Satz für (n — 2) und (n — 1), so 
besteht er auch für n zu Recht; entaprechend gestaltet sieh der Beweis 
füi- den Zahler. 

e) Für den tten Nfthemngswerth des einfach periodischen Ketten- 
biTiches b : (a + b : (a + ... fanden wir oben (§. 3) den Ansdmck 

- 1, a = 2, so würde dieser Ansdmck 



wären also nicht im Stande, 



Gesetzt' nun, es wäre b : 
die unbestimmte Porm — annehmen; 
den Werth des Kettenbrnchea 

— 1 : (2 — 1 : (2 — . . . - 1 : (2(t) 
ohne Weiteres anzngeben. Hier zeigt uns nun die independente Dar- 
stel längs weise einen einfachen Ausweg. 

In Kap. ni. §. 10 leiteten wir die Formel 



(T) (ö) » ■ 

(") (T)(:)- 

(°) (T) ■ 



■(r) 



(r:o 



ab. Da nun I I r= 11 rr I, | 1 ~ ** ^^' "^ können i 



reu Kettenbruch siuch so schreiben : 



2 


O- 


. . 


2 


0- 


. . 


Q 


2 


. . 


^(1) 


2 . 


. . 





,. 


- ■ ^^1 








. : 2J 



LI.) 



§. 6. Betrachten wir den Ausdrnck genanei-, welchen wir oben mit 
E bezeichneten^ nnd lassen wir darin t unendlich gross werden. Dass 
dieser Grenzübergang ein endliches Resultat liefern mnss, geht sofort, ans 
der üeberlegung hervor, dass der jenem Ausdruck gleiche periodische 
Eettenbmch b : (a + b : (a + ■ • ■. ins unendliche fortgesetzt, den für 
die Eettenbrttcbe bestelhnden GonTergenzregeln znfolge einen endlichen 
Werth annimmt. Mao findet 



+ b 



a auch 
: b die 



Dieses Bonität kann man auch erhalten, indem man ans der qaadra- 
tischen Gleicfaimg x' — ai = b die kleinere Wnrzel 



berechnet. -Dnrch Anwendung der Fflrstenan'schen Methode findet man 
hingegen *) x' gleich 

a 1 ... 
-b a 

~b 



a 


1 . 


. 


— b 


a 1 . 


. 


U 


— b a . 


. 


; 


. 


• Vi 



Mnltiplictrt man jede Colonne des Zählers tinS Nenners mit ( — I), 
folgt durch Gleichsetznng der beiden fUr x' gefundenen Ausdrücke 



Vt 



b = 



: (a + b : (a + b : (a + . 



Der hier entwickelte einfach periodische Eettenbrach kann ei-aichtlich 
zur nähemngsweisen Berechnung von Quadratwurzeln verwandt werden. 
Am einfachsten gestaltet sich dieses Verfahren, wenn wir unter dem Wur- 
zelzeichen statt einer Summe eine Differenz annehmen und einen bis jetzt 
anscheinend nicht bekannten Satz zu Gründe legen , dessen Herleitttng 
durch Determinant-en eine besonders bequeme ist. 

Dem Obigen zufolge ist, wenn b mit (— c) vertauscht wird, 



Vt 



: 4 - . : (a - 



; (a- 



ajmbuli Beben Indices ist 




r-.ih- 
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Ist dann wieder bezüglich Qk nnd Pk der kte Näherangsnenner und 
Näherungszähler dieses Eettenbruehes, so ist nach §. 2 ^ 



211 = 



a 1 . . 


...000 


c a 1 . . 


.000 


c a . . 


..000 


0.. 


. a 1 


0.. 


. . c a 1 


0.. 


. . c a 



a VT 

Vc" a Vc 

Vc" a 


... 
... 
... 0. 


• . • • 





. • , . . • 

... a_ Vc" Oj 
. . . Vc a Vc 
... Vc 41 



indem ja VTVc den Werth c wiedergiebt. 

Diese orthosymmetrische Determinante behandeln wir nun in der 
Weise weiter, dass wir zur ersten Zeile die letzte, zur zweiten die vorletzte 
und allgemein zur qten die (2n — q + l)te addiren, wobei q nicht > n 
sein darf. Dann ist - 

a Vc" 0_...0 0... Vc" a 

Vc" aVc...O 0... W a_V7 

Vc" a...O 0... aVcO 



Q2n = 








































... a Vc Vc __ a_ . . . 

. . . Vc" a(n)+Vc* a+Vc Vc . . . 
. . . V^ a , Vc^ . . . 

. . . Vc^ a . . . 















/ 






















• • 


a 


Vc" 





V^ a 


VT 





v^ 


ar2i 



0...0 0... 

... . . . 

000... 0... 

Nunmehr subtrahiren wir von jeder qten die (2n — q + 1) te Co- 
lonne; alsdann verschwinden n^- Elemente, und es ist nach Laplace's 
Satz Q2n gleich folgendem. Produkte : 








. . — V^ V7— a 
. . — a — Vc" 



-V^-a 
-a-Vc 























. . V^ a 



a 



Vc a . . 
a+V^ Vc" . . 



Zieht man noch Kap. II. §. 8 in Betracht und zerlegt bezüglich nach 
der letzten und ersten Colonne beide Faktoren in Unterdeterminanten , so 
folgt zum Schluss Q211 gleich 



(a— Vc) 



a Vc 

ü\ Vc a 











a(n-l/ 



— c 




L. 



*/fi1 ! Vc a, 

b 

irechnnng 



vr 



Jl 



Q.« = («Q.-I - cQ.-,)» — oQVi. 
itigt man das BtldtingBgeBetz onGeres Eett«ubniches, so folgt 

Q» = Q». - cQl.-,. 

'■ cQsn-i ist, BO kann auch Pgn als. orthosjmmetrische De- 
^eetellt werden; dieselbe ist zwar von ungeradem Orade, 
Zehfuss^^) jedoch in ganz .analoger Weise in ein Produkt 
inanten TOm nten und (n — l)ten Grade zerlegen, und es 

Fun = c(aQ2n-i — ZcQn-lQn). 

m von einem solchen Kettenbrache den Nlihernngswertli 
so kennt man durch diese Relationen auch den Nshei'ungs- 



Q2n 



• 2eQD^iQ, ) 



trenn nur n hinlänglich gross aagelkommen wird, die Be- 
Quadratwurzel mit erheblicher Genauigkeit erfolgen kann, 
n kann sich nun noch die Frage vorlegen, wie der Qnotient- 
nanten beschaffen sein mnss, um unmittelbar seine Heber- 
en Eettenbmcb zu gestatten. Zu diesem Zwecke beweisen 
Lehrsatz '&) : 

Quotient zwerar Determinanten 
U M 



N 5 + aj,i . . . a=.c 

res in einen Eettenbrucb sich umwandeln lassen, 
lothwendige aber auch genügende Bedingung 
lestehen einet der folgenden vier Kelation«n: 

dN' „ _ dN „ _ dN „ dN 

_^, M = , M = , M = . 

dai,t daiji daii,i dauji 

hen natürlich nur einen, etwa den ersten dieser Theilsätze, 

. dem Zähler nachstehende Form: 



1 


ai.2 


a„3 . 


■ • «u. 




»1,1 


ai.B • 


. . «M 




as,! 


83.3 . 


• ■ a^„ 





a». 


a»3 . 


. • a„ 



Mnltipliciren vir nun die letzte Colonne mit au»- 
an sowohl in M als ia N, so ersetzt sich durch Sabin 
CoIonDS von der letzten das Element an^ dnreli eine 
kennen wir aber auch alle folgenden Elemente 

ag^ . . . an— t.o; a],ik— i • . . au~sji— i • . . ft] 
dorcb Nullen ersetzen nnd erhalten dann den Qnoti 
Gestalt: 



1 


ai,i 





. 


. 




«1.1 


»h-s 


» 


»2.2 




. 


. 




*f.i 


»2.1 


•n 


»3.2 


<4, 


p, . 


. 




.,., 


%.? 


" 


«M 


H, 


«2 ■ 


. 




"•■ 


»4.3 





ftn-j^ 


Ti 


ü. . 


. Qn-J P.-2 




an_l 


an-1 


(1 


aoa 


V, 


T2 . 


. R,-j Q,„. 




ai.,1 


an^i 



indem alle bei der Mnltiplikatiou vor die Determinai 
Faktoren sich im Zfihler nnd Nenner wegheben. E 
den Zähler folgendermassen : 



11 





. 


. 


«»,1 


•1,1 


1", . 


. 


i-" 


»J,l 


«1. 


. 


aD.i 


an,! 


V, . 


. Qn-^ 



und verfahren zur linken Seite der ersten Diagonalre 
wir es vorher zn ihrer rechten thaten. Hierdurch eri 



ffo . 

«2 A . 

j-s aj . 


. 
. 
. 









«i A . . 
n "i ßi ■ ■ 

»-e «3 ■ ■ 


0. 
0. 




/»-i 




0.. 
0.. 



1 da, wie man sofort einsieht, 
—ßi . . 
02 -ft . . 



ß%r% 



so ist nnser Qnotient j^ 

«9 : («1 — fty, : («a 
So ist beispielsweise 



gleich dem Kettenbrache 
— $^t : («3 — ■ ■ ■ — 



m 



y^S4^:r 



^3 C3 



»1 


bi 


Oi 


»2 


h 


C2 


»3 


bs 


cs 



1 


bi 


Cl 





bg 


Ca 





bs 


C3 


»1 


bi 


Cl 


»2 


bj 


«2 


»8 


b3 


C3 



1 

a2 b2 bjCg — b2Ci 

»3 ^3 biC3 — b3Ci 



b3 

^2^3 — ^^'2 bf biCj— b2Ci 

Q' bg bica-^bgci 



ai bi 

a^ b2 biC2 — b2Ci 
»3 bg bics— b3Ci 



aib3 — agbi b^ 

8'2b3 — »3^ b2 biC2— bjC) 
b3 biCg— bsCj 



b3 



" a,b3-a3b| - ^(^V-asb g) bsCb^c^-b^c ,), 

D1C3 — 0361 

§. 8. Seit Euler^s Zeit, und besonders durch seine umfassenden 
Forschungen in diesem Gebiete angeregt, haben sich die Analytiker mit 
Vorliebe den Problemen zugewandt, welche den Zusammenhang zwischen 
den Eettenbrüchen und den anderen Gebilden dßr Analjsis, Produkten 
und Reihen, darzulegen bestimmt sind. Als Schlusssteine der hierauf ge- 
richteten Bemühungen dürfen wir die eleganten Transformationsformeln 
betrachten, durch welche Heine ^^) und Hankel^"^) gewisse Eettenbrüche 
in Reihen verwandelten, welche nach positiven und negativen Potenzen 
einer Veränderlichen fortschreiten. Obschon die Kunstgriffe, durch welche 
in beiden Fällen die betreffende Umwandlung erreicht wurde,« scheinbar 
von einander verschieden sind, so stammt doch die Ableitung beider Ver- 
fahrungsweisen aus einer gemeinsamen Quelle. Eine Behandlung der um- 
gekehrten Aufgaben hat nun Nachreiner ^^) vermittelst der Determi- 
nanten in eleganter Weise gegeben, ohne jedoch, wie es wenigstens scheint, 
die Analogie seiner Methode mit denen der. genannten Mathematiker zu 
bemerken. 

Wir nehmen zuerst den zweiten Theil der Aufgabe vor und verwan- 
deln den unendlichen (jedoch selbstverständlich als convergent vorausge- 
setzten) Eettenbruch 

bi : (x + So — b2 : (x + ai — b3 : (x -h a2 — ... 
in eine Reihe von der Form 

:^ 4. ^ + ^ + 

X X* X^ 

Behält Qn seine ursprüngliche Bedeutung bei , so besteht die Relation 

x+ao VV ... 

Vhl x+ai Vb^ ... 

Vbä x+a2 ... 















. . . x-han— 1 



Eine derartige Determinante können wir nach Kap. U. §. 16 in eine 
endliche nach aufsteigenden Potenzen von x geordnete Reihe umsetzen, 
und zwar erhalten wir, wenn wir mit Q'n das bezeichnen, was aus Qn fHi' 
X = wird, 

k=n k=ii t=n 



Qn = Q'n + X g 



dQ^ 
dak 

k=:l 



+ x5 



SS 

k=l 1=1 



dak dai 



+ . . . + X' 



Ea ist aber 

«0 Vbi^ ... 
Vb^ ai . . . 


. 
. 


■ 


dak -, 


... VS-, m-, 

... ak+i . . 


. 0' 



=Q 




... 


. an 




und mit Anwendung des Laplaca'schen Satzes,*) 
-^^ =QV,.-, .QV...-. .Q'.+... 




JZ\^ -Q'.,.-.Q'.+,..-..Q',+.,.-. 


. QV+, 


<iak dat da 


-j- = QV.-i . Q'«+..i-i • Q'i+i.»-i 


QW.. 



. Q'r+l.n. 

Das Fortscbreitnogsgeeetz dieser Ausdrücke liegt am Tage, und divi- 
dirt man, wenn Pn and P'n fUr den Zähler eine analoge Bedeutung be- 
sitzen, Pn durcb Qd , so ist das Resultat folgendes: 

P'n + xTp'i.k-l P'k+l,- + X^ 8"°S°"p'l.k_lP'k+l.I_lP'n.i.T>+...+X''- 
l^=l k=l 1=1 



Q'n + X S 
k=l 

Es ist somit ein Eettenbrnch von n TbeilbrOcben als Quotient zweier 
ganzen Polynome vom bezüglich nten und (n + l)t«n Grade dargestellt, 
und die weiteren Operationen sind ans der Theorie der recarrirenden 
Seihen bekannt. 

Bezeichnen wir allgemein durch cq« den CoBfficienten von x^ bei der 
im Nenner stehenden Beihe, so liefert das im Voratehenden erörterte Bil- 
dnngsgesetz dieser Grössen c folgende Gleichung: 

Co.li Ao "t" '^IiH Aj + . . . + Cnji Au ^ ; 
diese Gleichung bleibt offenbar auch bestehen, wenn jeder Index um eine 



*) Denn ebenso wie die erste Determinante durch ZeriegDng in ein Produkt 
SDB zwei Determinanten zertUlt, so werden mit Bücksicht anf Sap. II. i. IT bei 
jeder pten Unterdeterminante (n + 1 — p)ten Oradea im Ganzen (p + 1) der- 
artige Determinanten prodnkte anftreten mRaaen. Dahei ward stets onter Q'p_q die- 
jenige der Determinante Q'^ condiagonale Unterdeterminante veratanden, welcher 
du Diagonalglied 

«. . . a. 
zukommt. 



Einheit erhöht wird j es treten also zur vorigen noch folgende (n — 1) 
Gleichungen hinzu: 

C»^ Ai + Ci,D A2 + . . . + On^ An+l = 0, 



COpD An— 1 + Ci,Q An + ■ . . + Cn^ Asn— l = 0. 

In diesen Gleichungen sind die c bekannte, die A unbekannte Grössen. 
Gesetzt nun, es seien die Terme Aq, A| . . . An-a, An-a bekannt, so kann 
man aus dem Systeme die noch Übrigen C2n — 1 — n + l^n) Grös- 
.sen n»ch Kap. V. §. 1 berechnen, und zwar hat, wie man sich sofort 
flberzengt, die alsdann im Nenner auftretende Determinante die für die 
praktische Berechnung faScbst bequeme Eigenschaft, sich auf ihr Diagonal- 
glied zu reduciren. 

Hankel (s. o.) bat, wie gesagt, die umgekehrte Aufgabe diskutirt; 
fUr ihn waren also die Grössen A bekannt , die c nnbekahnt. Er ent- 
nimmt dem obigen Systeme, welches also jetzt homogen ist, den Werth 
Ao Ai . . . A. 
Ai As . . . A: 



An An-fl . 

und zeigt, dass je zwei aufeinanderfolgende &> durch die Belation 
Ao Ai . . . A 

Ag ... An+l 



. Aan. 



Mn «u-i-l 



al> einander geknflpft sind. 

Die hier dnrcbgefnhrten Behandlungen der Trans formationsauf gäbe 
und ihrer Oonverse haben also ^aa mit einander gemein, dass bei einer 
jeden gewisse recnrrente Berechnungen der independenten Bestimmung 
der übrigen Grössen voraufgehen müssen. Das er^mal muss wenigstens 
Aq und Ai, das zweitemal «i bekannt sein. 

§. 9. Im Anscbluss an dag Obige mSge noch gezeigt werden, wie 
man nach Nachreiner '^) den Eettenbmch 

1 — Six : (1 — a^x ; (1 — ... — Sn z : (1 
in eine nach aufsteigenden Potenzen von x fortlaufende Beihe verwandeln 
kann. 

p 
Man hat ^ gleich 



a, 1 I 
" »ä 1 



...00 
. . . 



0, 
0. 



1 X ... 



..Ix 

. . an 1 



... 1 
l tO ... tu 
0] 1 X ... 



. 
[000. 



X ... 1 
. . . ag 



der zweite Ansdi-ack geht ans dem ersten dadurch hervor, 
sKmmtliche Colonnen tm Zähler und Neuner solange mit ein 
tauEcht, bis die erste znr letzten gewwden ist. 

Um anch hier den in Kap. II. §. 16 aufgestellten Satz 
dang bringen ztt können, braneht man nar dem Z&hler folgent 
geben : 



X ... 1 
1 I ... a, 
aj 1 I ... 00 


+ 


. ... Ol 
1 X ... 
B, 1 X ... 


... I 
... 1 




... X 
... 1 X 



. Nenner eine entsprechende; dann ist, wenn P'n fUr i 



Drückt man den Co6fiSclent«n 
ans, so ist derselbe 



"8 8,-f^,... 

k=l 1=1 

ron x^ wieder in Detennii 



1 . 

., 1. 


. 
. 


0,. 
. 


. 
. 





. 
. 
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. 1 
. ai 
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1 . 


. 
. 
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s 
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. an 


1 



wie ans Kap. IT. %. 6' hervorgeht. In gleicher Weise erhslt n 
weiteren Potenzen von x als Oo^fBcienten die Werthe akai, — 
Die Sabstitntion dieser Werthe ergiebt, von den Grenzen vorl 
abgesehen, 

P„ = 1 — i8ak + X» SSak ai — . . . 
Ist nnn k < l < m . . . , so erhellt aoB der Entwickelni 
zelnen Differentialqnotienten , dass die Grenzen der obigen 8 



drucke nicht mehr ailenthalben gleich l und n e 
vielmehr 



. ,t=k4 

Qn = l — xSak + x'S 8 tttai— x^S 8 
k=i k=S l^k+S k=E 'l=k 

, SO erhStt man dci 
m xon X dargestellt, 
7 sofort erfolgen kan] 
der Problem-Ümket 



= 1 + X : (a, + X : 



zu bestimmen, hatt 
Mnir 21) gab dafflr 
Dnrch eine einfftche 
itett findet er ganz a 
Mi 

mi^ant«n 


B.-I B. . . 


A.- 


B._, B._, . . 


Ba- 


1 B, .. 

c, c .. 




0.-1 0. . . 


Ci,- 


0. Cn+, . . 


Ca.- 


h B.+1 . . . 


B..-J 


i-i B, ... 


El.-. 


B, ... 


B._, 


!, 0, ... 


C-, 


, Ca ... 


Cn. 


'. C+, . . . 


OiM 


H-l Cn+s . . . 


C^-, 


■ Determinante 
standen. Für 
lurch Analogie 


abge 
an 1 
bildet 



§. 10. Zum Schlüsse dieset' Kapitels möge noch die Betracht 
gewissen ana1;ti8cben Porm folften, welche den Kettenbrücfaen 
verwandt iet; wir meinen die sogenannten aafsteigenden 
brüche, Obschon bereits von dem Araber Äl-Kalsadi'^) 
und auch dem grössten Mathematiker des Mittelalters, Leon&rt 

ii^^), Hiebt unbekannt, blieben dieselben gleichwohl bis in di 
Zeit hinein unbeachtet; erst ganz neuerlich begannen ziemlich g 
- [;kenmüiler«), HeisH Kunze ^6) und znletzt Lemk« 
mit ihnen zu beacbUftigen. Es erhellt sofort, dase der Nennei 
steigenden Kettenbiiiches 



Werth N =: ajaj . • ■ an erbSlt; im Folgenden soll nun au 
Z£bler in independenter Form gegeben werden. Wir beweisen 
Ende folgenden Satz: 

Der Zähler M des genannten aufsteigenden Ket 
i ist gleich der Determinante 

jbi —1 ... 
|b, aj -1 ... 

ha |0 ag — 1 . . . 

a* . . . 



bn-l 



. an-I —1 



Den Beweis führen wir durch Induktion. Zerlegen wir die 
LäntePn nach den Elementen der letzten Zeile in erste Unterdeter 

folgt Pn gleich 



|bi 


-1 


. 


. 


b2 


oz 


— I . 


. 


-h 





«J ■ 


. 


L. 





. 


. On-l 



± (-bn)- 







. 



Die erste Determinante ist .offenbar = Pn^i , die zweite 
Werth (— 1)"-' (Kap. II. §. 5), so dass demnach die Relation 

Pn = an Pn-i + (— l)i'-l+ii-l bn = a« Pn-l + hn 
gewonnen ist. Diess ist nun aber das Bildungsgesetz der Nähere 
eines aufsteigenden Ketten bruch es , und da für n = 2 die Wal 
aufjiHBtellten Satzes bereits vorliegt, so gilt derselbe fttr jedes he 

Ist z. B. allgemein (q £ 1 ^ n) aq =: 1, so mnss offenl 
b| + . . . + bu sein. Diess zeigt auch sofort eine Determi 
traehtnng ; denn addiren wir in der obigen Determinante für Pn 
Falle aiimmtliche Zahlen zur ersten, so nimmt dieselbe folgende 
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V- V^SW-- ■^' 



bi + . . 

ba 

b3 
b4 


. + b„ 




1 







— 1 
1 
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— 1 . . . 

1 ... 
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bn 
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-1 
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... 1 
... 


— 1 
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nad dass diese Determinante sieb auf das erste Element der ersten Zeile 
rednciren mnss, ist sofort evident. 

Eine allgemeinere Theorie der aufsteigenden Eettenbrüche ist an an- 
derer Stelle 2^) zu geben versucht worden; dort ward auch gezeigt, wie 
man auf diese Formen eine einfache Reihen - Entwickelung der Ketten- 
brüche basiren kann^o). 

§. 11. Jacobi 31) hat sich die Frage vorgelegt, zu welchen analyti- 
schen Gebilden man gelangen würde, wenn man statt des Systemes drei- 
gliedriger recurrirendei; Gleichungen , durch welches wir oben (§. 2) den 
gewöhnlichen Kettenbruch bedingt erkannten, ein viergliedriges betrachtete. 
Er nannte die resultirenden Gebilde kettenbruchähnliche Algo- 
rithmen, indem er darauf verzichtete, einen Zusammenhang mit den 
älteren Formen der algebraischen Analysis ausfindig zu machen. Diesen 
letzteren hat nun Fürstenau^^) aufgedeckt. Sind x und y zwei völlig 
willkürliche reelle Grössen und setzt man 



y = ao + ^, yi = ai + ^, y2 = ao + -^ 

71 72 ys 

X = bo H , xi = bi + — , X2 — b2 H- — 



71 



72 



ys 
1^ 

73 



unter a und b immer bezüglich die grössten'in y und x enthaltenen gan- 
zen Zahlen verstanden, so folgt durch successiye Substitution 

+11 I 



7=^0 



+— 



»2 



+ 



£V3 



ai 



+— 



a2 






+ 



1_± 

»4 + 



+ 



b4+ 



»4 + 



+ 



^3 



b« + 



&i + 



1 



&i+ 



+ 



bi+ 



a4+ 



z 



= b 



» 



+ 



»1 



+ 

&2 


»3 

bs 

+— 

< 
»3 






b4+ . . . 
a,^+ . . . 

T 

"^a4+ . . . 


b4+ . . • 
a4+ . . ■ 



Bezeichnet man die durch den jeweiligen Vertikalstrich nach links 
hin abgeschnittenen Ausdrücke resp. als ersten, zweiten . . . Näherungs- 
bruch von y und x, so erhellt sofort, dass die entsprechenden Nenner 
gleich sein inüssen, und bezeichnen wir mit Yp, Xp, Np immer für den 



ptan Näbenmgabmcb Zähler und Neuner, so gilt fOr alle 
sionsgleiclmiig 

(T, X, N)iH-i =' ap+i (Y, X, N)p + bp+, {Y, X, N)p_i H 

Wir sind bier eomit anf diejenige Gleicbungsforin geki 

Jacobi Eiim Ansgangspunkt genommen batte. LOsen wl 

Woise diese Gleichungen anf, so resultirt folgendes Tbeorer 



Versteht man 
stehende drei Determ 



Np 



Qezieha 



nten: 



lg* 



«0 


b, 


1 


.0 


bo 


1' 





.0- 


a, 


bs 


-I 


ai 


b. 1 . 


.0 


-1 


«4 


b, 1 


.0 


—1 


as 





-1 


«! b, 


.0 





-1 


aa b3 


.0 





— 1 








-1 »,. 


.0- 








-I «3 


.0 








o' 


6 


b . 


.aj 


* o' 


6 


*0 . 


. ap 









) lassen.sich die beiden Qnotienttin ^ 



- and 



brOch 



Np 



I darstellen, deren einzelne Theilzählei 
nenner gich selbst wieder als Eettenbrflche offe 
Dabei entspricht dem oben in §. 4 bebandelten Fnndi 
gewöhnlichen Kettenbrüche der folgende ^^) : 
I Yh-1 Yp Yp-i I 
I Xh-i Xp Xp-i, = 1. 
I Np+i Np Np-;" 1 
Nennt man die rnlgSren KettenbrUche solche der erati 
würde die Ordnungszahl der hier diskntirten Formen die is 
Entwickelongagebilde eines Systemea (n + 2)gliedriger B 
nngen können folgerichtig Eettenbrüche nter Ord 
Anhangsweise möge übrigens bemerkt werden, dass die C< 
FUrateDan angeregten Frage bis jetzt noch nicht in 
Weise behandelt oder gar erledigt worden ist. Ans diese 
halten die üntersuchnngen vonBachmann ^*) ihren selbst! 
Wertb, und eine hierauf bezügliche Bemerkung des Verf. ^J 
zn rekti£ciren. 

1) Bamns, DetanrnnaDtemes ÄnTendebe til at bestemme ] 
Tergerende Br5ker, Det Eong. Danike Videnskab. Selsk., Datorv. o 
KJMbenhaTD 1866. S. 106 S. — 2) Spottiswoode, Elementar; ' 
to Detenniiiants, Jonmal f. d. reine d. an^ew. Mathem. 51. ] 
S) Heine, Einige Eigenschaften der Lamä'schen Fanktioneo, ibid 

— 4) Thiele, Bemarkning cm Ejaedebroker, Tidsakrirt for Matb 
C. Tycbaen, T. S. 144 ff. — 5) G. Baner, Ton einem Eetteobn 
einem Theorem Ton Wallis, München 1872. - 6) Casorati, L 
nalMegli stromenti ottici ancbe non centrati, Hilano 1872. 8. 73. 
Daratellnng der NBhemngswerthe tob Eettenbrachen in independ 
langen 1873. — 9) Ibid. 8. 11. — 10) Ibid, S. 32. — 11) St 
Eettenbrüche n. ihre Anwendung, Joarn. f. d. reine n, angew. Matb 

- 12) Ibid. 8. 16. — 13) Ibid. 3. 83. — 14) Zebfosa, Zwei Sfit 
nsnten, Zeitschr. f. Bath. u. Phya. 7. Jahrg. S. 438. — 15) Qünt 
Theorie der EetteubrAche, Archiv d. Math. n. Phjs. 54. Theil, 8. 39 
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TTeber eine gewiaea Reihe von allgenieiiier Form, Janrnal f. d. reine n. angew. Ma- 
theiu. 84. Baad, 3. 394. — 17) Uankel, Ueber die TTäDsfoimation von Beihen in 
KettenbrUche, Leipziger fiericlite 1862. 8. IT ff. — 18) Nachreiner, Bezielmngeii 
zwischen Determinanten ond Ketten brächen, München t8T'2. 3, 19. — 19) Ibid. 
S. 20 ff. — 20) Stern, S. 257.— 3U Muir, New general formnUe for the trans- 
formation of infinit« series into continaed fractions, Tranaactiona of the royal So- 
ciety of Edinburgh, Vol. XXVII. 8. 469. — 22) Hankel, Zur Geschichte der Mathe- 
matik in Älterthnm nnd Mittelalter, Leipzig 1874. S, 254. — 23) Günther. Bei- 
träge znr Erflndimgsgeschichte der Eetteubrüche , Weiaaenbarg 1872. S. 2. — 
34) Drnckenmüller, Theorie der Kattenreihen, Trier 1856, — 25) Heis, Samm- 
lung von Beiepielen nnd ' Aufgaben ans der allgemeinen Arithmetik und Algebra, 
Köln nnd Wien 1864. 3. 818 ff. - 26) A. Kunze, Die ansteigenden EettenbrOche, 
Weimar 18S7. — 27) Lemkes, Theoria fractdanum conlinuuura aecendentium, Ho- 
nasterii 1870. — 28) GSnther, Daratellnng etc. S, 41 ff. — 29) Id. Theorie dw 
aufsteigenden Kettenbrnche, Zeitachr, f. Mathem. n. Pbjs, 31. Jabrg. 3. 178 ff. — 
30) Ibid. 8. 188 ff. — 31) Jacobi, Allgemeine Theorie der kettenbmch&hnlichea 
Algorithmen, Journal f. d. reine u. angew. Hathem. 69. Band, 8. 1 ff. — 32) FBr- 
atenan, Uebei Kettenbrfiche höherer Ordnnng, Wiesbaden 1874. — 33) Ibid. 8. 5. 
— 34) Bachmann, Znr Theorie, der Jacobi'schen Eettenbmchalgorithmen, Jour- 
nal f. d. reine n. angew. Mathem. 7d. Band, S. Ol ff, — 85) Günther, Becenaion zn 
Företenan, Archiv d. Math. n. Pbja. Literar. Ber. CCXXVIl. 



Kapitel VI. 

Geometrische Anwendungen. 

§ 1. Gegeben sei ein Dreieck ABC (Fig. 1) mSl 
AB = c, BC = a, CA zz b. Die Coorttinatcn der Ei 
auf ein reelitwinkligeB Co ordiiiiitensy stein, seien hezüglic 
13, 73; es soll iler Inhalt des Dreieeki •einmal dnrch die 
Ecken, dann aber aiicb als Funktion der drei Seiten da 
Fig. 1. 




Bezeichnet F den Dreiecksinhalt, so ist der Figur z 

F = Trp. AC — Trp. AB — Trp. BC 

iilso nach einem bekannten Satze der Elementargeometrii 

2F = (y, + y,) (13 - x,) - (y, + y^) (x,-x,) - (j 

= yi(«3 — »a) + yzl^i — 23) + ysfx'i - 

Dieses Aggregat liUst sich sofort als dreireihige De 
ben ; tnan bat 



1 


Kl 


71 


1 


%2 


yz 


l 


"3 


73 



nnd hietoit ist bereite der erste Zweck erreicht. Für s 
dinaten mit dem^senwinkel a findet sieh ebenso 
OÜDtlier, D«termbiuiteBlb«orie. 2, AniL 
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2P = 



1 Xl 


yi 


1 X2 


78 


1 «3 


73 



Sin a. 



Wären bei Zugrundelegnng eines solchen System es nicht die cartesi- 
schen , sondern die Polarcoordinaten für jeden Eckpunkt in der Form 
^1» ^if 1*2, g>2; r3, ^3 gegeben, so könnte man mit Vortheil allgemeine 
gdniometrische Funktionen im Sinne ünverzagt's*) und B i e h r i n g e r's ^) 
einführen.. Im Anschluss an die Bezeichnungsweise des • Letzteren würde 
die obige Formel so geschrieben werden müssen: 



2F = 



a 

ri cosyi 



a 

ri sinyi 



r2 cos^2 ^2 sin ^2 



TT 

T 
sin a. 



1 r3 cos ^3 ra sin 9)3 

Um auch die zweite Formel herzuleiten, erheben wir unsere Determi- 
nante nach Kap. II. §. 6 auf den vierten Orad und bilden das Produkt 



— 4F2 = 



1 









1 
1 
1 





X2 





72 
73 




1 
1 
1 



r 









X3 





71 
7ä 

73 



— 4F2 = 



X1X3+7173 

^23^3+ 7273 
X3^ + 73^ 



— 16F2 = 



Die Ausführung der Multiplikation liefert 

1 1 

1 ^^+7i^ XiX2+7i72 
1 xiX24-yiy2 ^2^+72^ 
1 xixg+yiys x2X3 4-y2y3 

Nunmehr multipliciren wir die drei letzten Golonnen mit ( — 2) und 
dividiren durch eben diese Zahl die erste Zeile; diess giebt 

Ol 11 

1 — 2(xi2+yi2) -2(xiX2+yiy2) ~2fxiX34-yiy3) 

1 — 2(xiX2+yiy2) — 2(x22+y2^) — 2(x2X3+7273^ 
1 — 2(xiX3+yiy3) — 2(x2X3+y2y3) —2(:K^^'hy3^) 

Da diese Determinante, wie auch au6 Kap. III. §. 6 hervorgeht, eine 
symmetrische ist, so können wir darin nicht blos Zeilen zu Zeilen und 
Golonnen zu Colonnen, sondern auch Zeilen zu Colonnen und umgekehrt 
Golonnen zu Zeilen addiren. Wir addiren also zur zweiten Zeile und 
Golonne die mit (xj^ + y^^) multiplicirte erste Zeile, hierauf zur dritten 
Zeile und Golonne die mit (x2^ 4- y2*) multiplicirte erste Zeile und schliess- 
lich zur vierten Zeile und Golonne die mit (x^^ + yg^j multiplicirte erste 
Zeile, so folgt 

Ol 1 1 

1 (xi-X2)2 + (yi-y2)2 (x,-X3)2 + (yi -j^y 

1 (xi~X2)2 + (yi-y2)^ (X2"-X3)2 + (y2-y3)' 

l(x2-X3)2 + (y2-y3)Mxi-X3)2 + (7i~73)' 

Aus der Figur lässt sich folgern, dass 

(xi-x2)2 H- (yi-ya)* = c^, (x,-x,f + (yi-ys)^ = b^, 

(X2-X3)« + (72— 7s)' = a^ 



^16F2= 



147 



ist. Führt man diese Werthe ein und muHiplicirt nachher jede der vier 
Coionnen mit abc, so ergiebt sich * — 16P2 gleich 

abc abc abc 

abc abc^ ab^c 

abc abc^ a^bc 

abc ' äb^c a^bc 

Jetzt dividire man die zweite, dritte und vierte Colonne und hierauf 
immer die entsprechende Zeile mit bc, iac, ab ; dann tritt der Faktor a^b^c* 
vor die Determinante, und man hat 



Olli 

1 c2 b*^ 


1 


1 c^ a2 
1 b2 a« 


"" a^b^c* 



- 




a 


b c 




— 16F-' — 


a'O c b 
b c a 


• 




c b a 


« 


Aus diesem Ausdrucke aber folgt durch Reihen vertauschung unmittel- 


bar der folgende: 


m 


a b c 




• J 

- F« — 


b a c 
c a b 


=i^^- 




c 


b. a 







Die hier gewühlte Ableitung dieser Eelation rührt von einer Vor- 
lesung des verstorbenen Erlanger Professors H. Pf äff her (Wintersemester 
1869/70); eine andere gleichfalls sehr elegante hat kürzlich Ritsert^) 
gegeben. 

§. 2. Im Ausschlüsse daran möge noch gezeigt werden , wie nach 
Baltzer's^) und Hankers^) Angaben Möbius die Struktur dieser 
Determinante als nothwendig dargethan hat. Er entnimmt der Determi- 
nantenlehre einzig als Hülfsatz die Thatsache, dass A durch die vier Aus- 
drücke 

a-fb-hc, a-Hb — c, a — b + c, — a+b + c 

ohne Rest theilbar ist ; dass diess sich wirklich so verhalte, erhellt sofort aus 
Kap. II. § 8, indem A gleich jeder der nachstehenden vier Determinanten 



a+b+c b c 
b+a+c a c 
c+a+b a b 
c+b+a c b a 



a+b— c b c 
b+a — c a c 
c— a— b a b 
c— b— -a c b a 



a+b+c b c 
b + a— c a c 
c+a — b a b 
c+b -a c b a 



a — b + c b c 

b — a — c a Ö c 

c+a-b a b 

~c+b — a c b a 

nnd von diesen vier Determinanten sieht man sofort, dass die erste Co- 
lonne' einer jeden, und damit auch die Determinante selbst, einen der ge- 
nannten vier Ausdrücke als Theiler enthält. 

Möbius' Raisonnement ist nun weiter folgendes. F- muss eine sym- 
metrische und homogene Funktion der Seitenquadrate a^, b^, c^ und zwar 
für dieselben vom zweiten, im Ganzen also vom vierten Grade sein. Wenn 
die drei Punkte A, B, C irgendwie in ein und dieselbe Gerade zu liegen 
konimen, d. h. wenn einer der vier Fälle 

a + b + c = a + b — c = a — b + c = — a + b + cr=0 

eintritt, so muss E^ zur Determinante 

10* 



148 



a 


b 


c 





b 


a 





c 


c 





a 


b 





c 


b 


a 



A == 



ein von a, b, c unabhängiges Verbältniss Baben, d. h. hs ist 

~ F2 = y A. 

Durch Betrachtung eines speziellen Falles, z. B. des gleichseitigen 

Dreiecks lässt sich dann auch [a'^ bestimmen. Für a 3z b = c folgt aus 

unserer Formel A :== — Sa'*. Andererseits folgt durch direkte geome- 

3a^ 
trische Betrachtung F^ =.— -; es besteht also die Gleichung*) 



16 



_ ,i.2 



/a2(— 3a^) = 



3a* 
16' 



/*^r= 



1 

16» 









c» 


b» 





c» 





a« 





b« 


a» 






also wiederum auf ^anz anderem Wege findet sich 

16 

Die Berechnung des einem Dreieck umschriebenen Kreises vollzieht 
sich nach Mansion^) folgendermassen. Wir denken uns den Ursprung 
des Coordinatensystems mit dem Kreiscentrum zusammenfallend; alsdann 
können wir, unter R jenen Radius verstanden, einer in der obigen Ent- 
wickelung vorkommenden Formel folgende Gestalt ertheilen: 

1 R2 R2 R2 

^s stellt sich also R^ als der mit einem constanten Faktor multiplicirte 
Quotient zweier Determinante vom resp. dritten und vierten Grade dar. 

§. 3. Eine ähnliche Formel, wie wir sie in §. 1 för den Flächen- 
inhalt eines durch die Goordinaten seiner Eckpunkte bestimmten Dreiecks 
fanden, lässt sich auch für den cubischen Inhalt eines Tetraeders angeben. 
Diese Formel ward bereits von Lagrange (s. o. Kap. I. §. 8), wenn 
auch freilich noch ohne die symbolische Bezeichnung der Determinanten, 
hergeleitet; in sehr einfacher Weise kann diese Herleitung nach folgender 
von Baltzer ^) entwickelten Methode bewerkstelligt werden. 

Es sei ABCO (Fig. 2) das gegebene Tetraeder; durch seinen einen 
Eckpunkt sei ein willkürliches schiefwinkliges Coordinatensystem XYZO 
gelegt, für die drei Punkte A, B, C sei resp. AQ = Zi, QS=:yi, SO = Xj; 
BR = Z2, RT = y2, TG = xg; Cü = Z3, ÜV.zr yg, VG = X3. Fällt 
man hierauf von G aus auf die Ebene GAB ein Loth GN ::= h und be- 
zeichnet den Tetraederinhalt mit J, so ist zunächst 

3J = h . A GAB. 
Die fünf Geraden Gü, UV, VG, ON, NG bilden nun ein geschlossenes 
windschiefes Polygon; projicirt man dessen Seiten sämmtlich orthogonal 



*) In der ersten Auflage hatte sich an dieser Stelle ein BechnungsMler ein- 
geschlichen, der jedoch natürlich das richtige Princip nicht beeint^chtigen konnte. 
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ai]f CN, so iat nach einem Lehrsätze, dessen Beweis etwa \ 
nacfageselien werden m^ (Ginleitang z. anal. Mechanik), 

h =: xj cos th, i) + yj cos (h, y) + 23 cos (h, 
indem wir in bekannter Weise den von den beiden Geraden 
geschlossenen Winkel mit (p, q) bezeichnen. 

Zieht man die geraden Linien OR, RQ, QO nnd besteicbne 
inbalt des so entstandenen Dreiecks RQO mit Ai, denkt s 
den drei Coordinatenebenen bezüglich die Lotbe x', y', z' 
legt senkrecht auf z' eine Ebene dnrch das Aber OQR en 
winklige Prisma, so schneidet dieselbe jenes in einem Dreiec 
wohl als Projektion von ABO, wie auch von RQO anfgefasst 
Demnach hat sein Inhalt die Werthe 

. A cos (.h, x) = Ai cos (x, x'). 
Entsprechend ist, wenn A7 nnd A» eine entsprechende Bed 

A cos '(h, y) =: Aj cos (y, y'); A cos (h, z) = Ai i 

Denkt man sich nun aus den drei Seiten OA = a, OB 
ein Parallelepipednm conatmirt, so findet man, je nachdem 
bestimmten Ebene als Basis ausgeht, 

abc sin (y, z) cos (x, x') =r abc sin (x, z) cos (y. 
^ abc sin (x, y) cos (x, x'). 

Bezeichnen wir den gemeinsamen Faktor von abc durch 
Obigen zufolge 

Aeos{h,x)= .^."*^ , 
ain (y, z) ' 



^ 



m 

nndf wenn man §. 1 her'beiziehltv 

ä A cos (h, x) =" 



71 72 

Zi Z2 



Da 2 A cos (h, y) und 2 A cos (h, z) sich ebenso durch eine zwei- 
reihige Determinante darstellen lassen, so folgt durch Substitution ans 
dem eingangs hingestellten Lehrsatze 



2h A = |Lt(x3 



71 72 

Zl Z2 



— 73 



Xi X2 
Z, Z2 



+ Z3 



xj xa 
7i 72 



). 



^' Da aber hA = 3J ist, so folgt, indem man das erhaltene Aggregat 
zu einer Determinante vom dritten Grade zusammmenfasst, 



6J :=: (i 



Xl X2 X3 

71 72 73 

Zi Z2 Z3 

Liegt ein Eckpunkt der dreiseitigen Pyramide nicht im Ursprung des 
Systemes, sondern kommen ihm die Coordinaten Xq, yo, zo zu, so ist 

' * 1111 , 

Xo - Xi X2 X3 

7o 7i 72 73 ' 

Zo -Zl Z2 Z3 

Die für das Dreikant OABC charakteristische Grösse fi wurde von 
V. St au dir ^) als Eckensinus in die Eaumgeometrie eingeführt und 
durch das Symbol sin (xyz) bezeichnet. Für den gewöhnlichen Sinus eines 
von zwei Geraden x und y gebildeten Winkels gilt bekanntlich die Relation 

1 cös(x, y) 



6J = ^ 



sin^ (x, y) =Ä 1 — cos^ (x, y) = 



cos(x, y) 



sin2 (x, y, z) = 



und hieraus lässt sich nach Analogie auch auf das Beste&en der folgenden 
seh Hessen ^) : 

1 cos (x, y) cos (x, z) 

cos(x, y) 1 cos(y, z) 

cos (x, z) cos (y, z) 1 

In der That aber geht aus dem, was oben über die Bedeutung des 
Eckensinns bemerkt ist,, unmittelbar die Richtigkeit der Gleiofaung hervor: 

sin2 (x, y, z) = sin2(x, y) si^2 (y, z) — j(cos (z, x) — cos (x, y) cos (y, z))^ 

und hi^r lässt sich die rechte Seite sofort in For«i jener symmetrischen 
Determinante dritten Grades schreiben. 

Nicht uninteressant ist es, die Inhaltsformel des Tetraeders für den 
Fall zu adaptiren, wo die Coordinaten der Ecken nicht direkt vorliegen, 
sondern lediglich die Gleichungen der vier Begreiusungs - Ebenen : 

aix + biy + CiZ + di = (i = 1, 2, 3, 4). 

Berechnet man aus ihnen die Qoo^'dinaten der Darchschnittspnnkte, so 
wird 

Ai Bi ^r Ci .. 1 o o j\ 

WO denn die 16 Grössen Ai^ Bj, Ci, Di die sechzehn möglichen ersten ün- 



i 



6J = - 



terdeterminanten von S + aibjCsdj darstellen. Setzen wir 
der obigen Formel ein, so wird 

1*2 + A i BgCaP« 
DiDal^Dj 

and da die hier im Zähler erscheinende Determinante nach 1 
der erstgenannten adjnngirt ist, so folgt zum Schlnss n 
Paragraph 

6J = f*P ± ai bgcadi)^ 
DiDaDsD, 

Diese durch Einfachheit sich auszeichnende Entwidcelnt 
StudniSkalO) her. 

§. 4. In diesem Abschnitt sollen einige bemerkenswert! 
gen der Determinanten lehre auf analytische Geometrie rorgeti 
Als einer 'der wichtigsten Stttze der Cnrvenlehre gilt der , d 
nannten Kegelschnitte sowohl als Pnnkt- wie als Tangente 
Gleichong vom zweiten Grade ergeben, d. h. dass sowohl ih 
zahl als auch ihre Claseenzahl 2 ist. Den Beweis fUr diese 
eigoLschaft fahren wir nach Heger ") *,). Die Gleichnng < 
in homogenen Pnnkt- nnd Linien coordinaten resp. diese: 
f = ai,|Si' + 2ai,aX,X2 + Sai.aXiXj + aj,2ia* + 2a2,3X2Ss + 
9" = <»i.i>'i^+ 2a|,jniUa+ 2a„3aiU3 + «e,2Us^ + 2a2i3'>2''3 + 

Steht eine Tangente nm r vom sogenannten „Fixponkt" 
ab nnd versteht man unter A einen unbestimmten Ooöffic 
hl, h;, hg die HChen des Faudamentaldreiecks , so gelten ! 
den Älr das Tangentenziehen bestehenden Gesetzen die Gleici 



1) fi — Ar ^ = 0, 



2)fa- 
2) v'i 



- Ar 



' = 0, 3) f s 

■'- = 0, n.) tp\ 



I.)9V-Aä 

hl „2 

Hiezn tritt dann noch das erstemal die Gleichnng des Tang 
das imderemal diejenige der BerUhnmgslinie selbst, nKmlich: 

ay tij nj b] Il2 

Damit die vier bezüglich dnrch dentscfae nnd rCmische 2 
terisirten linearen Gleichungen coSxistiren kSnnen, muss je ein 
gleichnng bestehen; nach Kap. IV. §. 3 hat man resp. (au 



•l.l 


«1,1 «1,S 


»!.l 


«211 «2.3 


•S.1 


«j« «!.>: 


l 


a 5s 



? ? ? 



.1 «1.2 


«tiS 


.1 «2.2 


«2-3 


'1 «3.2 


«3.3 



*) Die Eeger'achen DreieckBCOoidinaten ontaracheiden sich von 
Systemen dadnicb,. dus der Qaatient der Streckeuverhältnisse stete 
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Der blosse Anblick dieser Determinanten lehrt, dass jede von ihnen 
für u und x vom zweiten Grade ist, und damit ist der Beweis für unsere 
Behauptung erbracht. 

Die abgegrenzte dreireihige Determinante heisst Discriminante 
des Kegelschnittes; verschwindet sie identisch, so zerfällt der Kegel- 
schnitt in zwei gerade Linien. Mit Bücksicht auf diese Terminologie kann 
man sagen: 

Die Gleichungen einerCurve zweiter Ordnung kann man* 
aus der Discriminante dadurch erhalten, dass man diese 
letztere mit den durch die Höhen- des Pundamentaldrei- 
eckes dividirten Coordinaten rändert*). — 

Es möge ferner noch an das sogenannte Hauptaxenproblem für eine 
Fläche zweiter Ordnung erinnert werden. Legt man die Gleichung einer 
solchen in der Form " - 

.ax2 -h by2 + cz2 + 21yz + 2mxz + . 2nxy + d = 

zu Grunde, so hat man der Fläche bereits einen Mittelpunkt beigelegt; es 
muss drei (auf einander senkrecht stehende) Hauptaxen geben, und es 
muss (wie u. a. in der mit trefflichen geschichtlichen Bemerkungen aus- 
gestatteten Darstellung H esse's ^'^) nachgesehen werden möge) die cubische 
Gleichung 

a — k n m 



n b— k 1 
m 1 c — k 







drei reelle Wurzeln besitzen. Der Nachweis dieser Eigensehaft ward nun 
von Kummer ^3), Hesse ^^) und Henri ci ^^), in besonderer Einfachheit 
aber von G. Bau er ^*'), dadurch erbracht , dass die Discriminante dieser 
Gleichung (Kap. IV. §. 9) als eine Sumn!^e von vollständigen Quadraten 
dargestellt wurde. So sehr sich aber die zuletzt erwähnte in die erste 
Auflage dieses Werkes aufgenommene Methode in vielen Beziehungen em- 
pfiehlt, so möchte doch für ein Elementarbuch die kurze rein analytische 
Demonstration Mansion's ^^) vorzuziehen sein. 
Derselbe bildet das Produkt P . Q gleich 



= X^ — LA* + Mi2 - N = 0, 



wo L, M, N, wie die direkte Ausrechnung zeigt, positive Grössen sind. 

Denkt man sich die für A^ cubische Gleichung aufgelöst, so läs^t sich 
die Descartes'sche Regel anwenden, welche besagt^®): Eine Gleichung 
besitzt höchstens soviele negative Wurzeln als Zeichenfolgen. In unserer 
Gleichung kann folglich, da sie ausschliesslich Zeichenwechsel aufweist, 
kein Wurzel werth negativ sein. Demnach aber, weil die Wurzeln positiv 
sind, kann jede der beiden ursprünglichen Gleichungen keine rein imagi- 
nären Wurzeln haben. Gesetzt also, die allenfalls vorhandenen complexen 

Wurzeln trügen die Gestalt (r -f s \/ — 1), so substituireh wir für a, b, c 
bezüglich (a — r), (b — r), (c — r) ; dann haben wir zwei Gleichungen 



— k n m 




a + k n 


m 


n * b-k 1 


• 


n b + k 


1 


m 1 c -k 




m 1 


c + k 



*) Diess ist ein Beispiel far den erweiterten Gebraach des Begriffea „Bänder- 
ung einer Determinante/^ auf welchen als in der modernen analytischen Geometrie 
üblich bereits früher (Kap. II. §. 6) hingewiesen ward. 



genau wie die obigen, und es wUrde sonach fUr sie 
Daraus folgt: 

Die cabischen Gleichungen P = Q := 
schliesslich reelle Wurzeln. 

Die auf analoge Weise wie P und Q gebildel;eD i 
stets eine geometrisch bedeutsame Discriminante ; t« 
identisch bei P = 0, so hat man es '^) mit einer Boti 
verschwindet sie bei der Gleichung 

—l ai,j ... ai,5 ai 
,1 ao,a-A ... aa,* aj 



,i ae,2 ... afl,B 0^,6—1 
so besitzt der bezügliche Oomplei zweiten Grades (Sa 
Voss ^(*). eine doppelt zählende Geradt;. 

§. 5. Einb weitere interessante Anwendung aaf 
Kegelschnitte soll den Schlass diesee Kapitels bilden, 
werden, ob die Durch acbnittspnnkte einer Geraden 
Punkte festgelegten Kegelschnittes reell oder imaginär 
homogene Punktcoordinaten an, so dass also die Coordi 
Punkte folgende sind: 

"1- ßi, m «2, ßi, n\ ?3t A- n\ «4. A- n; 

Die Gleichungen Von Kegelschnitt und Gerade seit 

ax,* + bsa^ -j- cxj* + 2fxaX3 + 1%1.%X\, + 1 

AXi + Bxj + CX3 — 0. 

Dann mttsMen folgende fUnf lineare Gleichungen bi 

3«i^ + b/Si^ + cM^ + 2f/?iM + Sgriai + 2hayÄ = ( 



i kommt noch die die Schnittpunkte 
stimmende Gleichung 



1 Gurre tu 



B C 

Die Resultante dieser' fQnf linearen mit der i 
Gleichung ist nach Kap. V. §. 14 durch die Det«rmin 



-2B,C, 



ft- 






-2C,A| 











— 2A,B 


— 2A,2 


2Ä|Bi 


20, A, 


24, B| 


-2B,' 


2B,C, 


2C,A, 


2B,C, 


-2C,> 


2|>,M 


2,,., 


2«,A 



S" J»6- r^^ n%n 2n«6 "^"^h 

gegeben. Ist M = 0, so ist jene Gerade eine Tangent 
ist M positiv, so sind die Dnrchschnittspunkte im.agin 
setzten Falle d^igegen reell *'). 
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Kapitel VII. 



Pünktiohäldeterminanten. 



/. 



§.1. ISs seien gegeben n homogene Gleichungen , 

wir bilden ans denselben die n^ mögliehqu Differentialquotienten und 
stellen dieselben zu einer Determinante nten Grades 



fx = 



dfi 


df^ 


,df» 


dzi 


dzi 


' dxi 


dfi 


df» 


.df- 


dX2 


dX2 ' 


* dX2 


dfl 


• • 

dp 


• • • 
df» 



dXn dXn dXn 

zusammen, welche von Jacobi ^) unter dem Namen Funktionaldeter- 
minante in die Wissenschaft eingeführt wurde. Eine kürzere Bezeich- 
nung für dieselbe ist folgende: 



fx — 2 ± fi,t f2,* 



inAi« 



Sind die obigen n Gleichungen nicht vollkommen unabhängig, sondern 
hängen sie durch eine Gleichung ^/p p fn'N = unter sich zusam- 
men, so liefert diese Gleichung, partiell nach sämmtlichen darin vorkom- 
menden unbekannten differentiirt, folgende Gleichungen: 

d^ dr_ j_ d^ df^ 
dfl 



+ 



+ 



dy 
df*» 



df*' 
dXi 



(i = 1, 2, 3 



n). 



dXi ' df^ dxi 

Diese Gleichungen sind ihrer Entstehung nach mit einander verträg- 
lich, es muss also die Determinante ihres Systemes nach Kap. IV. ^. 3 
identisch verschwinden. DiesS giebt den Satz*'^): ' ' 

Sind die Punktionen f^, f^ . . . f^ durch irgend eine Bela- 
tian verbunden, so verschwindet die. Funktionaldetermi- 
nante des Systemes, und umgekehrt kann man aus dem Ver- 
schwinden dieser Determinante auf das Vorhandensein einer 
solchen Eelation schliessen. 

Es geht aus dem Vorhergehenden auch zugleich hervor, dass und wie 
die Funktionaldeterminante nicht bloss in diesem speziellen sondern auch 
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im allgemeinen Falle als Elimin*S,tions-Resultat aufzufassen ist. Denn be- 
stimmt man aus dem durch Differentiirung der obigen Gleichungen ent- 
standenen Systema 

dfi = fi,idxt + fi.2dx2 -f . . . -f fi,ndxn (i = 1, 2, 3 . . . n) 
etwa dxk, so ist 

fi>i • • • fi,k-i df^ fi,k+i . . . fi^ 



dXk = 



fx 



fii,l . . . fn,k— 1 df*» fn,k+l . . . fn^ 

§. 2. Bisher waren die Funktionen f einfach aus n unabhängig ver- 
änderlichen Grössen zusammengesetzt; wir gehen nun einen Schritt weiter 
und setzen 

^' = "P'du y« . . . yn) • • • ^ = »'^ (yi, y2 . . . yn)' 

71 =• VVl, X, . . . Xn) • • • y«' = V^" (X„ Xgt. . . TnY 

Differentiirt man beide Systeme von Gleichungen, so erhält man die 
Differentialgleichungen : 

df» = 



(i = 1, 2, 3 . , . n). 



Aus diesem Systeme von 2n Gleichungen folgt; wenn man den Zn- 
sammenhang zwischen f und xp berücksichtigt, durch Anwendung des 
Multiplikationsgesetzes zuerst ^ 

dxi dxn dyi dyn dxt dxn 

und weiterhin ein Jacob i^scher Lehrsatz^):. 



2 ± 



dfi 



dXn "" dyi 



df° 



• • • 



. 2 + 



dyi 



dyn 



• • • 



dxi dXn "" dyi dyn dxi ' dxn 

. §. 3. Während im Vorstehenden y in x und f in y explicite ausge- 
drückt war, möge jetzt folgende Beziehung stattfinden. Es sei 



/f 1 • . . f» \ 



= . . . y" 



(f 1 . . . f» Y 

Pl ...In] Pi ...Xn]j 



— 0. 



Hier ergiebt die Ableitung dieser Gleichungen nach sämmtlichen f 
folgende Identitäten: 

djpi df^ dy* df" _ _ dv>' . 

' dfi • dii + • • • + dfi^ • dir ■" dir ^'^^ ^' ^'- ^ • ' • ''^' 



Setzt man nun 
d^ 
dfi • • 

djpn 
df 1 • • 



df«^ 

dfn 



= g>t 



d^i 

dxi 

dy° 
dxi 



dXn 

dy' 

dXn 



= yx 



y 



ED hat man wiederam dem MoltiplikationsgeseU zufolge 
Vf . fx = (— 1)" 9.. . 
Es steht jedoch ersicfaUich anch nicfatE im Weg«, nmgekehrt die 
Fanktionen der f zu betracbten; dann können wir die eben eft 
Gleichimg so schreiben: 

Vi . Xf = (— D" lf>! . 

Mnltiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so folj 

f. . Xf := {— 1)»" = 1. 
Beispie'l. Es sei 9»! = af + cP, y^ = b(f')* — dP, wob 

fi = Xj + Xj, P = XjXj 

genommen iat. Dann hat man 



ff ■ ix 



V 


i,p> 


dP 


dfi[ 


dp 


iP 


dl, 


dl, 




Vi 
ip\ 


dP 
dl, 


dp 

dZi 



11 



I 2bxi+2bxj - 



= — adxj ^ adxj — 2bc![|^ + 2bcx2'- 
Der nämliche Werth ergiebt sich aber, wenn man 



dy3 dy^ 
dX] dxj 



I a+cif2 a+cx, I 

I 2bxi + (2b— d)T2 2bx2 + (2b— d)Xi] 



berechnet. 

Drttckt man vermittelst der obigen CüeJchnngen f* und ti dn 
und %•> ans, so findet sich 

j> = i (P - VC7F= 



1 ('1 + — '' ■> -' 

2 \ V(f')«-4Pj V(fl)'- 



dx. 


dj, 




all 


dP 




dl. 


dl, 




dt' 


dp 





,s_4fa 



V(fi)a_4py V(fi)i_4P 
und diese letztere Determinante hat den Werth 

^ _ _J_ _ (-1)' 

V(f')s— 4P Xi— xa 11 11 ' 

in Debereinstimmung mit dem oben gewonnenen Satze. - 

|. 4. Von besonderer Wichtigkeit erweist sich die Lehre v< 
Fonktionaldeternunanteu bei gewissen Problemen der Integralre 
soirie der höheren Geometrie. 

sei gegeben das n&che Integral 



'=K-- 



, dx, 



. dxn , 
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und es werde gefordert, anstatt der Veränderlichen x^ . . . Xn eine neue 
Serie variabler Grössen einzuführen, welche mit den früheren, durch n 
Gleichungen 

^» = %, . . . nn) (i = 1. 2, 3 . . . n) 

verknüpft sind. Die betreffende bereits von Jacobi^) hergeleitete Trans- 

formationsformel entwickeln wir hier nach der Darstellung von Baehr^). 

Durch Elimination der (n — 1) Variabelen U2, U3 . . . Un findet man 

^i ^ ^ (Ui, Xg, X3 . . . Xn )• 

Ebenso ergiebt sich, wenn man U2 an die Stelle von X2 treten lässt, 

X2 *^(ll,, U2, Xj . . . Xn)' 

So wird das Integral schliesslich folgende Form annehmen: 

aP^ dF»^-^ df^ 

ftt) dUi ' ' * dUn-l dUn 

Die Integrationsgrenzen bestimmen sich aus dem Früheren durch die 
n Gleichungen Xi = F*. Differentiirt man hierauf die Gleichung 



J = Jda,Jdn2...Jdn„-xJö)^p,___^„_,^ 



dUn- 



Xp = ft» 



(hi . . . Un) 



zr FP 



(hi . . . np Xp-{>i . . . Xn ) 



successive nach Xp+i, Xp4.2 . . . Xn, so erhält man folgendes System von 
(n — p + 1) Gleichungen: 



dxi 



dFP 



dup "" dup 
dXp _ 
dup-fi 



+ 



dFP ^Xpj_i 

dxp-|.i dup 

dFP_ dxp44 

dxp^-i' dup4-i 



- -f 



-f 



. + 



dFP dxn 



• • • 



+ 



dx 



p 



dUn 



dFP dXp+i 

— — , 

dXp+i dUn 



+ 



+ 



dXn 


dup 


dPP 


dXn 


dXn 


dup-j-1 


dPP 


dXn 


dXn 


dUn 



Die Bedingung für das gemeinsame Bestehen dieser Gleichungen ist 
nach Kap. IV. §. 3 folgende: 



dxp dFP 


dxp-i-i 


dXp-f2 


dXn 


dup dup 


dup 


dup 


* V dUp 


dxp 


dxp+i 


dXp+2 


dXn 


dup+i 


dup-j-i 


dup-f 1 * 


dUp-i-1 


dxp 


dxp-j_i 


dXp4-2 


dXn 


dUp+2 

• • 


dUp+2 

• • 


dup4-2 " 

• 


dUp+2 

• • 


dxp 


dXp4-i 


dXp+2 


dXn 


1 dUn 


dUn 


dUn 


dUn 



= 0. 



Zerlegt man diese Determinante nach Kap. IL §. 8 in eine Differenz, 
so resultirt 



r 
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dXp 


dXn 

dUp 


dFP 


dxp^-i 
dup-f-i * 


dXn 


dup 


düp^.1 


• • • 
dXp 


• • 

dXn 


dup 


• • 

dxp+1 


• • • 

dXn 


dUn 


dUn 




dUn 


dUn 



= 0. 



Bezeichnet man, um die darin vorkommenden Elemente bestimmt 
unterscheiden zu können, die beiden hier vorkommenden Funktionaldeter- 
minanten bezüglich durch 

D(Xp, Xp-fi . . . Xn)j D(Xp^-i, Xp4-2 . . . Xn), 

so ist der letzten Gleichung zufolge 

dFP _. DfXp, Xp-i-i . . . Xn) 
dUp D(Xp+i, Xp+2 . . . Xn) 

Setzt man hier für p sämmtliche ganzzahlige Werthe zwischen und 
(n — 1) ein, so erhält man durch deren Multiplikation,, indem blos der 
erste Zähler und der letzte Nenner sich nicht fortheben, 

dF^ dF2 dF^-i _ D(xi, xa > . . Xn) 

"^ D(Xn) 



duj 
oder da D(Xn) = 



du2 
d£^ 



• • • 



dUn 

dFl dF2 



dUn-l 

dF»-i df» 



D(X|, X2 • . • Xn)* 



duj dU2 dUn—1 dUn 

Durch Substitution dieses Werthes für das in der obigen Integral- 
formel vorkommende Produkt ergiebt sich zum Schlüsse: 

dxi dX| dxt 



(n) 



J = J%, p . . . 



tn) 



dui 


dU2 ' ! 


dUn 


dX2 


dX2 


dxg 


dui 


dU2 * ' 


' dUn 


• 

dXn 


• • • 

dXn 


• • 

dXn 



dui 



dun dun— 1 • • . du2dui. 



dU2 dUn 

Ganz analog gestaltet sich die Behandlung, wenn die x nicht explicite 
in den u ausgedrückt, sondern mit ihnen durch Gleichungen verknüpft 
sind. 

Beispiel 1. In einer Kugel, bezogen auf ein durch den Mittelpunkt 
gelegtes rechtwinkliges Coordinatensystem , ändert sich die Dichtigkeit so, 
dass sie in concentrischen Schichten gleich bleibt; für jeden Punkt im 
Inneren ist dieselbe proportional seiner Entfernung vom Mittelpunkt. Auf 
den drei Axen x, y, z nimmt man bezüglich drei feste Strecken a, b, c 
und construirt daraus ein Parallelepiped, dessen Masse bestimmt werden soll. 

Ist M diese Masse, q ein Proportionalitätsfaktor, so erhält man offenbar 

mc 
VxHyHz» dz dy dx. 
^ ^ 

Zur Auswerthung dieses dreifachen Integrales wird man sich mit 



160 

Vortbeil polarer Goordinaten bedienen , und es sei^ unsere Aufgabe^ die- 
selben einzufdbren. - 

Zunächst ist, wenn 

z = U| sin U2, y = 1^1 cos no sin U3, x = .U| cos Ug cos U3 

gesetzt wird, 

Ferner hat man 
dx dx dx 



duj 


dU2 


dU3 


dy 

dui 


dU2 


dy 

dU3 


dz 


dz 


dz 



cos U2 cos U3 — ui sin U2 cos U3 
COSU2 sinu3 — u, sin U2 sin U3 
sinu2 Ux COSU2 



— Uj cos U2 sin U3 

Ui cos U2 cos U3 





dui du2 du3 

Diese letztere Determinante lässt sich auf eine sehr einfache Form 
bringen. Wir setzen Uj^ und C0SU2 als Faktoren vor die Determinante, 
multipliciren hierauf die. erste Colonne mit cos U2, die zweite mit sin U2 
und subtrahiren letztere von ersterer; dann wird die Funktionaldetermi- 
nante 



Ui^ COSU2 



sm U2 cos U2 



C0S''U2 COSU3 — COSU3 — sinu3 

,2 Tl. o^n «« sin U3 cos U3 

. 



cos*^U2 sinu3 
sin u.> cos U2 

und hieraus folgt nach Kap. IL §. 6 sofort wiederum 

Uf^ OOSU2 ( — cos^ U3 — sin^U3) = — Ui^cosuo. 

Es ist demnach unser obiges Integral jetzt folgendes geworden : 

^ cos U3) du3 du2 dUi . 



f ai rg>{M^) CXiviu u,) 
M = C I (-ui 

^0 •'O •^o 



Die Funktionen g> und x ^^^^ den Transformationsgleichungen zu ent- 
nehmen; ai ist gleich va^-|-b^-hc^. 

Beispiel 2. Bei. seinen Untersuchungen über die Bewegung des 
Aethers in Krystallen hat C. Neu mann ^) der wirklichen Zusammen- 
setzung dieser imppnderablen Flüssigkeit eine absolut gleichförmige als 
fingirt gegenübergestellt. Betrachtet man einen Punkt innerhalb der auf 
einen bestimmten Punkt bezüglichen Wirkungssphäre des Afethers und be- 
zeichnet mit a, b, c die relativen Goordinaten jenes willkürlichen Punktes 
in Bezug auf den Mittelpunkt der Kugel, denkt sich ferner die Goordinaten 
eines Punktes im Normalzustand mit x, 7, z und im fingirten Zustand mit 

X + J(x, y, z), j + fi(x, y, z), z '+ £(x, y, z) 

bezeichnet, so sei 

oT = (1 — /ii)a — |ii^ b — f*2^> ß = (1 — •') b — ^i^ "" •'2a, 

y = (1 — 7r) c — TTi a — ^»2 ^> 

unter —[i, /i*i, — ii*2» ^^t — •'i? -~^2i — ^> — ^i» ~ ^2 ^'osp. die par- 
tiellen Ableitungen der J, 1/, % nach, x, y, z, unter a, ß^ y resp. die 
Werthe^ 



fe 




r 
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a + S (x+a, y+b, z+c) — g (x, y, z), 
b + ^ (x+a, y+b, z+c) — ^ (x, y, z), 
c + l (x+a, y+b, z+c) — % (x, y, z) 
verstanden. Denkt man sich dann nin ]\1 herum eiüe sehr kleine ge- 
schlossene Fläche construirt, deren Inhalt je nach dem verschiedenen Zu- 
stande des Aethers durch S und 2 ausgedrückt sein möge, so kann man 
die darin enthaltene Aethermasse M beziehungsweise durch 



■iii 



q da db de 



=m 



» da dß dy 



darstellen, wenn q und & resp. die Dichtigkeiten des Aethers bedeuten. 

Soll q berechnet werden, so dient hiezu die Gleichung unseres Para- 
graphen : 

da da da 
da 



-=JJI 



db de 

d^ d^ d^ 

da db de 

dy dy dy 

da db de 



d' da db de. 



Vergleicht man die beiden dreifachen Integrale mit einander, so er- 
giebt sich 



= & 



— ^1 



l—r 






— 712 1 — ^ 

oder, wenn man diese Determinante ausrechnet und blos die linearen 
Glieder berücksichtigt ®), 

q = *(l— /*— V — TT), 
ein Resultat, aus welchem dann (a. a. 0.) interessante physikalische Oon- 
gmenzen gezogen werden*). 

§. 5. Eine wichtige EoUe spielen die Determinanten, , welche wir bis- 
her theoretisch betrachtet haben, in der Lehre von der Flächenkrümmung. 
Soll die Krümmung einer ebenen Curve bestimmt werden, so vergleicht 
man bekanntlich das Curvenstück in der Nähe des betrefifenden Punktes 
mit dem zu demselben gehörigen Krümmungskreise. Da es eine Krümm- . 
nngskugel für eine Fläche in diesem Sinne nicht giebt, so hat Gauss ^^) 
folgendes Auskunftsmittel ersonnen. 

Um den Ursprung des (als rechtwinklig vorausgesetzten) Coordinaten- 
systemes construirt man mit der Längeneinheit als Eadius eine Kugel. Soll 
im Punkte x, y, z die Krümmung der Fläche angegeben werden, so denke 
man sich diesen Punkt als Eckpunkt eines unendlich kleinen Dreiecks A 
der Fläche, dessen beide andere Ecken durch die Coordinaten 

X + dx, y + dy, z + dz; x + d\, y + ^y, z + dz 
bestimmt sein mögen. Femer ziehe man durch den Anfangspunkt eine 



*) Ein ausführliches und complicirteres dabei auch in allen Details vollständig 
durchgerechnetes Beispiel f&r diese TransformatioDsart ist von Hoppe 9) gegeben 
worden. 
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zu der im Punkte x, y, z' auf der FlSche errichteten Ko^ 
) scbneidet die EiubeitBkuge! in einem Funlcte |, ij, ^ der 

Fnnktea 
11. V + ^Vr t + dCi I + ^1, 9 + <»</, S + ^ 
Jeines ephElriBches Dreieck A' bestimmt. Der Bruch k = ~ 

Gr&uas (b. o.) als ErUmmnugsmase der Fläche im Punkte 
nselben analytisch auszudrücken, hat Baltzer ^') das im 
hilderte elegante Verfahren angegeben. 
lan die beiden Dreiecke A und A' orthogonal auf die xy 
sicbnet mit (fi und y' die Winkel, welche die in den Pnnk- 
3 Si *)< C bezüglich an Fläche und Kugel gelegten BerOh- 
:it jener Axen- Ebene bilden, so ist nach einem bekannten 
,1 und A'i die Flächeninhalte der Projektionen verstanden, 

A'i = A' coa ip', Ai = A cos (p. 
aber der Conatruktion gemSsa die Winkel ^ nnd 9)' ein- 
]R ist somit das KrUmmnngsmase 

" = x"- 



: VI. §. 1 hat 

Perth 

[dl 



Idi i)z| 



ferner | und ^ Funktionen von z und 7 sind, so ist 



dS 



dy, dij = 



«1 

■ dl " ' dy "■" "■' dl 
in jetzt g. 2 snr Anwendang, 



ds + 



?J 



dy. 



I fliegst hieraus die Relation 



US all 

I dq i^\ 



dl 
dx 


dS 

dy 


d, 
dx 


d, 
dy 



idx aj.\ 

I dy (Jy r 



k als die Funktionaldetarminante * 

d5 ^ _ ^ ^ 
dl ' dy dy ' dl 

i nach finler's Vorgang, wenn z = f (x, y) die Flächen- 



dz ^ dh 

'■ dy '^' dx» 
icht zeigen, daes 

— f— , , 
y+q'+i 

2 kann man 



d?» 
dxdy 



■ Vp'+q'+l' 



dy'-'- 



VpHq'+l 



L 
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dg dg 
dx dy 




dS d? 
dp dq 




dp dp 
dx dy 


di; df^ 
dy dx 




d^ di^ 
dp dq 




dq^ dq 
dx dy 



= rt — s2 



setzen. Die zweite Determinante rechts des Gleichheitszeichens ist gleich 

d^z d^z d^z d^z 

dx^ dy^ dxdy ' dydx 

so dass k auch durch den Bruch 

rt — s2 



8 



(p»+q* + l)« 
ausgedrückt wird ^2). 

Die Differentialgleichung aller in eine Ebene ausbreitbaren Flächen 
ist bekanntlich rt — s^ = ^^); es ergiebt sich also aus dem Gesagten, 
dass den abwickelbaren Flächen ausnahmslos das Krümmungsmass Null 
zukommt. 

Ist k nicht gleich Null, sondern eine constante positive Grösse, so ist 
die dazugehörige Oberfiäche natürlich die Kugel; einem für alle Flächen- 
punkte gleichbleibenden negativen k entspricht Beltrami's^^) pseudo- 
sphärische Fläche, auf welche sich eine der sogenannten nichteuclidi- 
schen vollkommen äquivalente Geometrie begründen lässt. 

§. 6. Wir haben soeben gesehen, wie sich k bei Zugrundelegung der 
zweiten partiellen Differentialquotienten der abhängigen Variablen dar- 
stellen lässt; Gauss (s. o.) hat dasselbe auch bezüglich durch die drei 
Grössen A, B, C; E, P, G darstellen gelehrt, wo 



A = 



dy dy 
dp dq 

dz dz 


, B = 


dz dz 
dp dq 

dx dx 


, c = 


dx dx 
dp dq 

dy dy 


dp dq 




dp dq 




dp dq 



£ 



= ©* - m + {%)'-■ 



F 



dx dx 
dp ~ 



+ 



G 



= (I)' - iW 



+ 



dq 

(D 



dy 
dp 



dq 



dz 
"dp 



dz 
dq 



gesetzt ist. Die letztere Formel hat ein besonderes Interesse, weil sie 
einem vollständigen Quadrate gleich ist, und zwar deshalb, weil nach 
V. Esche rieh ^^) die Grösse k einer symmetralen Determinante sechsten 
Grades mit leerer Diagonale gleichgesetzt werden kann (Kap. III. §. 12). 
Der andere Ausdruck geht einfach aus dem oben aufgestellten hervor; es 
findet sich 



(A2 + B2 + C2)2k = 



A 
dA 


B 
dB 


C 
dO 


dp 
dA 


dp 
dB 


dp 
dC 


dq 


dq 


dq 



11 



- '♦• 



164 

In neuester Zeit betrachtet es die Mathematik als eine ihrer Haupt- 
aufgaben, geometrische Probleme zu verallgemeinem oder, wie man sich 
gewöhnlich ausdrückt, auf eine Mannigfaltigkeit von (n + 1) Dimen- 
sionen *) auszudehnen. Wir wollen nun zusehen, wie der im vorigen 
Paragraphen aufgestellte Begriff des Krümmungsmasses sich fElr eine solche 
Mannigfaltigkeit, die man Vohl auch als ßiemann'schen Baum ^^) be- 
zeichnet, analytisch fiziren lässt. Wir geben jedoch hier **) nur die be- 
merkenswerthesten Resultate im Anschluss an die die Hauptpunkte der 
Frage übersichtlich zusammenstellende Abhandlung von Beez 1'). 

Je nachdem die Flächenmannigfaltigkeit vom nten Grade durch eine 
der beiden Gleichungen 

^ ~ ^(Xi, X« . . . In) » ^(Xo, .Xi, Xg . . . Xn) — ^ 

charakterisirt ist, erhält man für das „Krümmiingsmass^ K die Relationen 



K = 



- (-ly 



s 



n+2 



^1>1 fl>2 ^h3 • • • ^l.n 
^2>1 hü ^2>3 • • • fz^i 
^3>1 4>2 ^3>3 • • '^fe.» 



fn,l fii,2 «fiifd • • • f]i,n 

WO resp. 

S2 = 1 + fi» -H £^2 + _ 

S2 = Fo^ + Fl» + Fs« -h . 



K = — 



Sn+2 



Fo Fl 
Fo Fo,o Fo,i 

Fl FlK) Fl>l 



• • Jbn 

• . Fo,n 



df 



Pn Pn,0 Fii,i . . . Pii,ii 

d^f 



. + p^2, ^ = Yu -^^ = FiJ. 
dxi dxidxk 



sein soll. 

§. 7. Wir sind durch die letzten Betrachtungen auf symmetrische 
Funktionaldeterminanten geführt worden; jetzt wellen wir uns- dieser Un- 
tersuchung eingehender zuwenden. Mit Beibehaltung der bisherigen Be- 
zeichnungsweise finden wir sofort fyc = fk4, d. h. Die Funktionai- 
determinante wird symmetrisch (Kap. HI. §. 6). 

Wir bezeichnen nach dem Vorgang englischer Mathematiker, insbe- 
sondere Sylvester*s, jede solche Determinante als H esse's che Deter- 
minante (the Hessian). Dieselbe ist- einerseits die Determinante der 
zweiten Differentialquotienten, andererseits die Punktionaldeterminante der 
ersten Differentialquotienten. 

Yon dieser neuen Form lässt sich zunächst folgende wichtige Eigen- 
schaft angeben: 

Transformirt man die gegebene Punktion f/j x . . . xn) 
durch die linearen Substitutionen 

XI = ai.i yi 4- ai,2 y2 + . . . + ai^ yn (i == 1, 2, 3 . . . n)' 



*) Hier erscheint also das dem Punkt nnseres enclidischen (ebenen) Baumes 
entsprechende Element durch (n + 1) unter sich vollkommen unabhängige Grössen 
(Coordinaten) bestimmt. Eine Bedingongsgleicbnng scheidet das Analogon unserer 
Fläche aus. . ' 

**) Im Gegensatze zur ersten Auflage. Die daselbst gegebene eingehende 
Diskussion erschien hei reiflicherer Erwägung als für ein Elementarbuah zu weit- 
gehend. 'I 



I.- 



r 



Bo wird, 



ter H(fx} und H(f,) die 
prataglichen und der 



sehen Determinanten dar 
prmirten Form verstanden, 

H(f,) = H(fx) (S ± ai.i aj.! ^,n)^. 

r wollen diese letztere Determinante mit A bezeiclinen. 



iH — d'f ^ ^ d'f dxs ^ + — 

Syiclyk dyidxj djk dyidx2 dyi ' " ' dyidi 
Die Transformationsgleiohangen liefern die Belation 

dTh dA . 

dym daiwn ' 

diesB oben eingesetzt giebt 
d'f _ df dA ^ d^f 



djk 



dyidyk dyidxi dai* dyidxj daa^ 

Nach dem Mnltiplikationssatze folgt hieraas 



. + 



d^f 



dyidxn 



dA 
daii,k 



dt 

aj.di, 


dJf 

djidXB ■ 

i1 


' dyidin 
i't 


dy^i, 


dyjdia ' 


' dyadan 


m 


m 


d'f 


dyndii 


dyndxa ' 


dyadxn 



Ks gilt aber anch die Qleichnng 



df^ 
dyi 



dz, 
dy, ■ 






4L ^ 



dzh 



df^ 

dXn ■ 



dXn 



^ = 4L^ + ^^+ , df dA 

dyi dx] 'dui,i dz2 da«,! * ' * dxn dan4 

Wird diese fiteicbnng nochmals partiell nach Xk differentÜrt, so er- 
giebt sie diese: 

dt _ d'f dA . d^f dA , d'f dA 

dyidyk dz|dik dai4 dz^dik dasj ' diodik dan^ 

Stellt man also jetzt auch alle zweiten Differentinlqnotienten za einer 
Determinante zusammen und bedient sitb des Mnltiplikationssatzes , so 
erhält man 

d=f d^ d'f 

dzi^ dxjdxj ' ' dxidiu 
d'f d^f d'tf 

2) A' = dijdii dxjä ■ ■ ■ dijdi„ . A = H(f,). A. 



Die Multiplikation der Gleiehnngen 1) und 2) fuhrt Bchlieeslich za 
a in der Behanptnng aufgestellten Satze '*): 
H(f,) = H(fO . A=. 
Ton besonderem Interesse wird die Diskussion der Hesse'- 
linante dann, wenn die Pauktiou f eine homogene ist. Be- 
die vorkommenden Grössen wie bisher und nehmen an, die 
vom mten Grade, so lehrt nns der berühmte von Buler'*) 
ihrsatz, dass 

mf = fjXi + fjXj + . . . fnln 
wir filr f nacheinander die Werthe f|, f2 . . . fn ein, so ge- 
Q folgendem Systeme von Gleichungen: 
=; fi,i li + fw i2 + . '. . + fi,n xn (i = 1, 2, 3 . . . n). 
irminante dieses Sjstemes ist identisch mit der 'Hesse'schen 
I der Funktion tf. , , \. 

t*l. ^ ... Inj 

wir zu diesem Systeme noch die erste Enler'ache Gleichung 
-ingen Alles auf Null, so restirt uns ein System von (n + 1) 
Gleichungen; damit dasselbe ein mißliches sei, muss nacti 



=(m-l) 



f, 


f„ 


fl.2 • 

Im . 


. . f. 

. fi.. 
. fb,. 


r. 


f..i 


f„ . 


. fiM> 



Zerlegung dieser letzten Determinante erhalten wir 



f| k 

fl.l fl.2 . 

f2,i f2,2 

fn.l Li ■ 



. . fl.n 



fi,S . . 
f2,2 . . 



■ f H(fi) + S 8 fi & 



dH{f,) . 
dfij. '. 



0. 



lan zu der verschwindenden Determinante R nach Eap. III. 
mgirte Determinante, so ist dieselbe gleich R*""', also eben- 

Inll. Diese sei o ; ist dann noch -rz- =: Fu, ^-^ = Fq , so 

dfi^ dfq 

tleichung 

H(fi) F, Fa . . . F„ 



■■ 0. 



Fn Fn,I Pn,2 . 

einer symmetrischen Determinante adjangirte Determinante 
bkter der Symmetrie beibehalten muss, so ist Fu =^ FiU- 



r 
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Nach Kap. IV. §. 3 verhalten sich ferner bei einem Systeme homogener 
Gleichungen die Unbekannten wie die ersten ünterdeterminanten der De- 
terminante des Systemes, d. h. es besteht die Proportion: 

f ,x dR dR , dR 

~(m-l):x,:X3:...:xn=^:^-5^^.^: • . . 

und mit Rücksicht auf unsere Bezeichnungsweise 

— (m — 1) : Xi : X2 : . . . : Xn = H *) : Fi,i : Fi,2 : . • 

= H : Fl : Fa : . . . : Pn . 



dR 

dfi.n 



Fl 



So ist denn also 
Fi = 



Xi 



m— 1 



H, Fijc = 



Xi Xk 



(m- 1)2 



H. 



Die letzterhaltene Gleichung erlangt besondere Bedeutung • durch den 
glücklichen Gebrauch, welchen in der Lehre von den algebraischen Gurven 
und Oberflächen Hesse ^) von ihr gemacht hat. 

§. 9. Es sei nämlich f{x, y) ^ f(xj, x^ x,) = die Gleichung einer be- 
liebigen algebraischen Curve beziehungsweise in rechtwinkligen und homo- 
genen Coordinaten. Das Krümmungsmass ist in diesem Falle identisch 
mit dem reciproken Werthe des Krümmungshalbmessers r, welcher nach 
bekannten Sätzen der Curvenlehre den Werth 

m + (1)1 



j3 
2 



d2f 



(I)'- 



df df df 



+ 



d'f 



Cä^)" 



dx^ \dy/ " dxdy dx dy ' dy^ 

besitzt. Schreibt man den Nennei; in Form einer dreireihigen Determi- 
nante, so erhält man nach einer in die ''Augen fallenden Umformung und 
nachdem durch m f(x, y) ersetzt ist — diese Funktion von m ten Grade 
angenommen — 

d2f 



(- - « m - (i)T 



dx2 
d2f 



dydx 
d£ 
dx 



geht man zu homogenen Coordinaten über, so resultirt **^ 



(m-l)2 (fi2 + h^Y 



m 

dxdy 


(m- 


-')£ 


d2f 
dy2 


t -iX df 
("^ ^^y 


df 
dy 


mf 


resultirt ' 


**\ 


fl>l ^l>2 


fl,3l 




^2>l hiT, 


^2»3' 


> 


hA ^3 »2 


^3>3 





*) H kurzer statt H(fx). 

'*'*) Man bemerkt, dass sich dieser Ansdrnck anch ans der oben (§. 6) reproda- 
cirten (Krön eck einsehen) Formel für das Krümmnngsmass einer nfach ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeit als spezieller Fall hätte herleiten lassen. 
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ixTiiTW^"'- 



oder mit Rücksicht auf §. 8 



H 



r (m — 1)2 

Um von der homogenen auf die cartes'sche Form fiberzngehen, hat 
man nnr nach vollzogener Differentiation X3 = 1 zu setzen. 

Nehmen wir nun an, es sei die Krümmung in einem Wende-(Inflexion8)- 
punkt zu untersuchen. In einem solchen Falle hat bekanntlich die Tan- 
gente nicht jmehr blos zwei sondern drei Nachbarpunkte mit der Curve 
gemein; der Krümmungskreis degenerirt in eine Oerade, und es wird 
r = 00, H =0. Jedes Element der Hesse'schen Determinante ist nun 
homogen vom Grade (m — 2); der ganzen Determinante kommt daher 
der Grad 3(m — 2) zu, und wir erhalten folgendes wichtige Resultat: 

Die sämmtlichen Wendepunkte einer Ourve vom mten 
Grade liegen auf einer Curve vom, (3m — 6)ten Grade, der 
sogenannten Inflexionscurve, deren Gleichung man findet, 
indem man die Hesse'sche Determinante der ursprünglichen 
Curve gleich Null setzt. Die Anzahl der , vorhandenen 
Wendepunkte ist 3m(m — 2). 

Anlässlich dieser ihrer geometrischen Bedeutung bezeichnet man die 
He SS ersehe Determinante wohl auch als Inflexionsdeterminante. 

Beispiel 1. Ein jeder Kegelschnitt hat die Gleichung 

mx^ + nj^ + pxy + qx + ry + s = 0. 



Setzt man hier 



Form 



X = — ^ 
^3 



y =^ ~, so bekommt man die homogene 
^3 



mx,2 + nX22 + PX1X2 + qXiX3 + rX2X3 + SX32 z= 0, 



und die Hesse 'sehe Curve hat die Gleichung 

2m p q 



2n 



= 0. 



p zn r 
q r 2s 

Da hier auf der linken Seite weder x noch y auftritt, so ist im All- 
gemeinen ein Wendepunkt nicht vorhanden ; nur wenn die — o£fenbar mit 
der Discriminante (Kap. IV. §. 4) des Kegelschnittes identische — Deter- 
minante identisch sich annullirt, giebt es unendlich viele Wendepunkte. 
Es ist eben dann die Curve in zwei Gerade zerfallen. 

Beispiel 2. Der folgende instruktive Fall rührt von Bammert 
her ^^). Die Curve sei in unseren beiden Systemen bezüglich 

x3 — 3ax2 -f cV = ; Xj^ — 8axi2x3 + 0^X2X32 = 0. 
Dann ist die Hesse' sehe Detei?minante 

6(xi — axs) — 6axi 
40^X3 

— 6axi 40^X3 4c^X2 

Setzt man dieselbe gleich Null und nimmt wiederum Xj = x, X2 = 7» 
= 1, so ergiebt sich nachstehende Gleichung der Inflexionscurve : 

96 c* (x — a) = 0. 



] 



Der einzige vorhandene Wendepunkt liegt Bonach anf 
dinatfinaxe parallelen Geraden; nm seine Ordinate za finden, 
Inflexionscnrve mit der gegebenen Cnrve znm Dnrchsclmitt 

in der Gleichnng der letzteren z = a setzen. Diese liefert 

Beispiel 8. Ein drittes Beispiel sei nach Dölp^) f 
geben die Gurre 

x3 + y3 + 6axy + 1 = 0; x^ + y^ + 6axyz + 
Man findet als Oleichnng der Hesse 'sehen Cnrve 
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= lyz (1 + 2aS) — ai^x^ + y> + 



Diese Gleichung wird offenbar befriedigt, wenn x = y 
d. h. es liegt ein Wendepunkt im unendlichen, um die b 
ZQ erniren, setze man z = 1 und sabtrahire die so transfo. 
ung von der ursprünglichen; es bleibt eine Gleichung i 
= Mxy; also sind zwei Wendepunkte durch die Coordinal 

x = 0,y = — 1; x = — l,y = 
gegeben. Construirt man sonach die durch die Gleichung j 
reprÄsentirte Gerade, so liegen auf ihr die drei Wendepn 
zwei in ihren. Durchschnitten mit den Axen, der dritte ii 
lichkeit. 

Dieses letztere Resultat iHest sich dahin erweitem, dass 
drei reellen Wendepunkte einer Cnrve dritter Ordnung ein 
Geraden angehören; die übrigen (9 — 3 = 6) Wendepunkte 
Obigem stets vorhanden sein mUssen, sind imaginär ^^). *) 

%. 10. Gehen wir nun zu den FlSchen ttber, so finden 
sieht auf die beiden Fundamentelfonmeln in §. 6 ebenso, i 
fOr die beiden Gleicbungsformen 

f(i. y. 1) = ; fft,, ^ .,. ij = 
das KrUmmnngamass durch die beiden Ausdrttcke 



f, f, f, 




(„ 


f.,! fl 


1, lu, '„! fl,S 

h fzii fai3 fli3 


und K = V 




fs,2 h 


!, 4,1 l„2 fj,3 




f., 


ü,i f. 



gegeben ist. Dm die durch das Verschwinden dieser Detei 
dingten geometrischen Bedingungen klar zu Übersehen, m5 
des erinnert werden. 

In nnmittelbarer Nähe eines Panktes kann jede Fläche 
Fläche zweiten Grades znsammenfallend angesehen werd< 
Krammongsverbältnisse in einem willkürlichen Punkte zu 
trachtet man mit Dnpin^') eine der Tangentialebene jene! 



*) Dsmit stimmt aach Beispiel 2. Hier sind nur zwei Wand 
im Allgemeinen getrennte Lagen im Endlichen einnehmen, in einen 
den nnendlicb. entfernten Punkt zosammengefallen. 
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rallele unendlich wenig ron ihr ahstehende Ehene. Dieaelbe schneidet die 
za Hülfe genommene Qaadrifläche und datuit auch die Fläche selbst im 
Allgemeinen in einem Kegelschnitt«, der Indicatrix, nnd je nachdem 
dieser Schnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist, hat man nach Du- 
pin einen elliptischen, parabolischen oder hyperbolischen 
Flächenpunkt. Eine Ausnahme tritt dann ein, wenn eine Fläche dorcli 
ihre Tangentialebene nicht in einem einzelnen Pnnkte, sondern längs einer 
Curve berührt wird, denn dann ist die Indicatris selbst nicht von ver- 
schwindend kleinen Dimensionen. Diess trifft' z. B. bei einem körperlichen 
Kreisrlng oder Toros zu, wenn die Berühmngsehene senkrecht zur Bota- 
tionsaxe steht; hier ist die Indicatrix stets ein Kreis von augebbarem 
Halbmesser. 

Ein ausschliesslich hyperl^liscber und ein ausschliesslich elliptisch ge- 
krümmter Theil der Fläche werden durch eine {continuirliche) Linie para- 
bolischer Funkte geschieden. In diesen Funkten ist also die Fläche hrüm- 
mungslos, das Mass K ihrer Krümmung ist Null, und wir können also 
mit Salman ^) sagen: 

Die Punkte der Krümmung Null einer algebraischen 
Fläche mter Ordnung, d- h. die parabolischen Pnnkte der- 
selben, liegen anf einer durch das Verschwinden der Hesse'- 
schen Determinante charakterieirten Fläche von der Ord- 
nungszahl 4(m — 2). 

Diese Fläche fahrt den Namen: Hesse'sche Fläche. Versteht man 
•ferner unter h d«i Grad jener homogenen Funktionen, ans denen als Elemen- 
ten die jener N^ten adjungirte Determinante sich zusammensetzt, ^ gilt: 

Durch das Terschwind«>n der der Hease'schen adjongirten 
Determinante sind 3h(h — 2) ' Rückkehr — oder Caspidal- 
punkte bedingt, welche auf einer Curve der hten Classe lie- 
gen — diess sind Punkte, in welchen das Mass der KrHmm- 
nng einen nnendlich grossen Werth annimmt. 

Beispiel. Ee steht nach unserer Definition des Wortes „paraboli- 
scher Punkt" KU erwarten, dass jede developpable Fläche ausschliesslich 
solche Pnnkte aufweise. Das soll auch analytisch erhärtet werden. Be- 
zeichnet man die ersten und zweiten Differentialqnotienten vonz nach x 
und j in der in §. 6 nonnirten (Enler'schen) Weise, so kann man, um 
von diesen Änsdrttcken za den Differentialquotienten der impliciten Form 
überzugehen, nach Salmon (s. o.) folgendes leicht verificirbare System 
von Gleichungen benutzen': 

fi -H pfs = , ti + qfs = 0, 

fl,l + 2fi,3 p + f3,3p2 = — r fa, f3,8 + 2f2,3 q -|- fj,s q^ = — tfa, 

fl-2 + Pfa.s + qfn3 + Pqf3.S = — efg. 

Für eine developpable Fläche ist p ^ q = 0; man hat also 
% = 1, f, = fs = 0, fi,i = — rfa, f„2 = fj,i = — afa, {^,2 = — tfj, 

1 erhält somit die Gleichung der Hesse'schen Fläche in nach- 
~ rm: 

fs 

fj 



Die Hesse'Bcbe Determinante hat aleo .denselben ' 
linke Seite der auf Null gebrachten Flächeagleichnng , ode: 
drückt: 

Jeder Punkt einer abwickelbaren Fläche i 
bolischer. 

1) Jacobi, De determinantibna faactdonalibns, Jonrn&I f. d 
Hathem. 22. Band, 8. 319 ff. — 2) Ibid. 8. S28. — 3) Ibid. S. 34 
De binis qaibnslibet ftmctionibns homogeneia aecnndi ordinia [ 
linearea in aliiis binas tj^nsfarmandis, qaae aolia qaadratis varii 
nna cnm Tarüs theaTematabna de tranaformatiaDe et determiDStione 
tabiliiim, ibid. 12. Band, ä. 83 ff. — 5) Baehr, Note ani le «bi 
tiables diuiB 1«8 intSgralos moItipleB, Archiv d. Matb. n. Phja. 56. 
6) C.Nenmann, Ueber die AetherbewegunginKrjBtalleE, Mathem. 
S. 343. - 7) Ibid. 3. 344. — 8) Ibid. S. 349. - 9) Happe, Inha 
zvischen ortbogonalen Flächen zweiten Gradea nnd seiner Seiten, A 
Phya. C6. Tbeil. S. 334 S. — 10) QanaBfDiaqaisitiaoea generale» circa 
Gomment. recent. Gottingn. Tam.VI. — II) Baltzer, Ableitnng ( 
Formeln Ar die Flächeakrümmnag, Leipziger Bericlite 1866, 8.1 ff. - 
minanten, Leipzig 1875. S. 141. — 13) Joachimathal-Lieraem: 
der Differential- und Integralrecbnnng anf die allgemeine Theorie 
Linien doppelter Erfiinmung, Leipzig 1872. 8. US. — 14) Belti 
interpretazione della Geometria NoD-Enclidea, Napoli 1868. — 15 
Ableitnog des atlgemeinen Aosdmckes föT das Erünimnngamass de 
d. Math. n. Phja. 57. Theil, S- 395 ff. — 16) Riemann, Üebei 
welche der Geometrie zu Grande liegen, Ges. Werke ed. Webei 
S. 257 ff. — 17) Beez, üeher das Er&mmnngamaaa TOn Hannigfal 
Ordnung, Mathem. Annalen, 7. Band, S. 387 ff. — 18) Salmon, 
Einfahrang in die Algebra der linearen Transformationen, dentf 
Leipzig 1863. 8. lOO. — 19) L. Eoler, Mechanica, sive motog 
eipoaito, Petropoli 1736, tom. II. §, 106, — 20) Hesse, Ueber ( 
der Cnrren dritter Ordnung, Journal f. d. reine n. angew. Ms 
S. 103 ff. Id. Deber CnrveQ dritter Classe nnd dritter (^rdnnug, 
S. 242 ff. — 21) Bammert, Ueber Infleiionacorven, Zeitschr. 1 
10. Jahrg. 8. 165. — 22) DÖlp, Aufgaben zur Differential- nnd ] 
Gieasen 1874. 8. 181. — 28) DorSge, Die ebenen Cnrren dritter ( 
1S71. 8. 192. — 24) Dnpin, D^Teioppements de Göomötrie, Paria 



Kapitel VIII. 

Lineare Substitutionen. 

§. 1. Wir haben im vorigen Paragraphen (§. 7) die interessante 
Thatsache registrirt, dass eine gewisse Punktion, die Hesse'sche Deter- 
minante, einer linearen Transformation ihrer Variabelen unterworfen wurde 
und sich hiebei nur um einen Paktor — das Quadrat der Substitutions- 
determinante — änderte. Es liegt nun nahe, alle die Funktionen, welche 
bei Vornahme linearer Substitutionen ein ähnliches Verhalten zeigen, un- 
ter einem gemeinsamen Gesichtspunkte zu betrachten. In der That hat 
diess Bestreben bereits zur Gründung eines neuen Wissenszweiges, der so- 
genannten modernen Algebra oder Invariantentheorie, geführt, 
in welcher die linearen Transformationen eine eingehende Behandlung er- 
fahren; die Bedeutung dieser Umformung hat sich dann in neuester Zeit 
durch die von Riemann^) gemachte und von Clebsch^) weiter aus- 
geführte Entdeckung wesentlich gesterigert, dass eine gewisse für jede 
algebraische Curve und Pläche cbaraktei-istische Zahl*) sich nicht ändert, 



*) Biemann war bei einer allgemein - fanktionentheoretischen üntersnehung 
daranf gekommen, dass f&r jede Corre nter Ordnung die Zahl 

p = ^ (n - 1) (n - 2) - d 

— anter d die Qesammtzahl möglicher Doppelpnnkte yerstanden — , eine constante 
sei. Speziell bezeichnet hat er diese Zahl nicht, diess that erst CayleyS), wel- 
cher ihr den Namen „deficiency^ beilegte, weil sie die Zahl der am zul&ssigen 
Maximnm (1 4-^ + 3 + . ..-^n — 2) mangelnden Doppelpnnkte ansdrückt. 
Seitdem C leb seh sich eingehend mit dieser Constante beschäftigte und deren Be- 
dentnng auch för die Transformation von Oberflächen nachwies, führt sie den von 
ihm vorgeschlagenen Namen Geschlecht der Gnrve, und man theilt jetzt die 
Cnrven 'allgemein nach ihrem Gesehlechte in Gmppen. Die Cnrven vom Geschlechte 
Null (nnicnrsale Cnrven) haben die Eigenthümlichkeit, dass ihre Coordinaten als 
rationale Funktionen eines willkürlichen Parameters t sich darstellen lassen; zu. 
ihnen gehören die Kegelschnitte, aber auch gewisse Formen der Cnrven dritter mid 
vierter Ordnung. 

Im üebrigen ist zn bemerken, dass die Geschlechtszahl nicht allein bei linearen 
Sabstitntionen invariabel ist, sondern anch ganz allgemein bei sogenannten ein- 
deutigen. Betreffs dieser inhaltsreichen Transformationsart sei auf die ebenso 
populär wie strenge gehaltene Skizze von Mansion^) hingewiesen, aus der hier 
einiges angeführt werden möge. Jede rationale (birationale) oder eindeu- 
tige Transformation hat die charakteristische Eigenschaft: Die (rechtwinkli- 
gen) Coordinaten eines Punktes der ersten Figur lassen sich als 
rationale Funktionen des einer zweiten Figur angehörigen homo- 
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wenn man dae betreffende Oebilde'in einer Weise umgestaltet, deren ana- 
IjÜBcher Anadmck eben eine lineare Sabstitntion ist. 

ÄIb Fnndamentalsatz dieser Diaciplin kann folgender anfgefaest wer- 
den: Bb seien die Funktionen f], fj . . , fu jede von n Variabelea zt, 
)>j . . . Xu abhängig. Wir setzen dann 

n = ai,! y, + at,s y2 + . . , + fM4i yn (i =r 1, 2, 3 . . . n), 
nnd bezeichnen den Anedmck A = ^ + »1,1 ■ ■ - anji als Determi- 
nante oder Modulns der linearen' Sabstitntion. DasS A von 
Knll verschieden ist , ho lange xj . . . xu unabhängige Grössen sind, er- 
giebt sich ans Kap. Y. §. 2. Nun kCnnen wir sagen: 

Sind die Punktionen f linear aite den Yeränderlicben x 
zasammengesetzt, und- führen wir anstatt letzterer die 
durch das abige System charakterisirten GrÖBsen y ein, so 
ist die Determinante des Systemes der transformirtenFank- 
tionen gleich dem Produkte ans der Determinante des Sy- 
stemes der gegebenen Funktionen in den Modulns der linea- 
ren Substitution. 

Wahrend ursprünglich die Gleichungen 

fi =z bu ii + . . . Un x„ (i = 1, 2, 3 . . . n) 
bestanden, ist nun bezüglich 

h = cu yi -I- . . . -h cu yn (i = 1, 2, 3 . . . n) 
geworden, um ci^ zu finden, mnss man X|, xj . . . zn der Beihe nach 
mit bi.1, bi,a • ■ ■ bi^ multiplicfren , diese Produkte addiren und in der 
30 erhaltenen Summe den CoSfficienten von yk aufsuchen. Das heisst 
eben, es ist 

cm = bi,i axk + Ufi aajt + . . . -|- bi,n an*; 
also ist dem Mnltiplikationssatze gemäss 
b,„ . . . ' 



logen Punktes darstellen, nnd nmgekehrt. Versteht man Biso unter F 
nnd f ratioDale Funktionen und bedeuten tesp. X, T; x, y die cartesisohen Cootdi- 
naten eines bestinimtea Punktes in beiden Figuren, so mosa 

X = P,(x. y). T = Fi(x, y); x = f,(X, Y). j = t^, T) 
sein; man ergebt also, dass die Funktionen nicht ganz wUlkfirlich gewählt werden 
dürfen. 

Hiernitch wSfe das Gebiet der eindentigeu — auch wohl Cremona'schen 
— Tranafonnationen ein äusserst aasgedehnt«g, geradezu onfiberaeh bares. Glüek- 
licherweise llast es sich aber sehr wesentlich beschrinken doicb den von Noe- 
thers) herrQhrendeD Lehrsatz; Jede eindeutige Transformation kann in 
eine Beihe linearer nnd quadratischer Transformat ionen anfgeläst 
werden. Zndem ist die geometrische Bedeutung dieser elementarsten Tranaforma- 
tionagrappen eine besonders wichtige : eratere iat nor der allgemein-analytische Äos- 
dmck der Projektion aaa einem Pankte (perapektiTische ümformnng), letztere da- 
gegen deckt sich mit jener altberiShinter TranafönnatioD von Desargnes, deren 
KeometriHche Eigenachaften van Cbaslea^ zuerat aufgedeckt nnd neuerlich anfs 
Eingehendste von Saltel stndirt worden sind. 
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und das war zu beweisen. Dieser Beweis ist der Hauptsache nach auf 
Joachimsthal ^) zurückzuführen. 

Beispiel. Es seien gegeben drei Ebenen im Baume mit den Glei- 
chungen 

fi = aix + bij + cit (i = 1, 2, 3). 

Dreht man das Coordinatensystem um den Anfangspunkt und be- 
zeichnet mit x', y', z' die neuen Coordinaten, so wird 

X = «ix' + flif + nz', y = «2x' + fty' + r-i^U 

' Z = «gX' + ß^y + ysZ^ 

die drei Ebenen nehmen nunmehr folgende Gestalt an: 

fi = Aix' + Bor' + Ciz' (i = 1, 2, 3), 
und man erhält die auch geometrisch erweisbare Eelation: 

2 ± A1B2C3 = ^ ± aib2(^ . 2 ± «1)^2^3- 

§. 2, Unter den linearen Substitutionen besonder^ wichtig sind die 
orthogonalen, mit welchen sich bereits Euler ^) und Cauchy 9) beschäf- 
tigten; der Name rührt her von Cayley. Man kann zur Entwickelung der 
Eigenschaften dieser Substitution von einer Grundgleichung ausgeheft, 
man kann jedoch auch den umgekehrten Weg einschlagen , wie wir hier 
nach dem Vorgange von Veltmanh^^) thun. 

Setzen wir bi^ = — bk,i, bi,i = b2,2 = . . . = bn,n, so nehmen 
wir die orthogonale Substitution durch folgendes System linearer 
Gleichungen ausgedrückt an : 

bu^i + . . . bi^xn = buyi -I- . . . -f bn4yn (i = 1, 2, 3 . . . n). 

Löst man dieses System' einmal nach den x, das anderemal nach den 
y auf, so erhält man Determinanten von der Beschaffenheit^ dass die Zei- 
len der einen die Colonnen der anderen sind, dass also nach Kap. II. §. 2 
zwischen beiden Gleichheit besteht. 

dA 
Indem jede solche Determinante = A und ßi^ = rr~- gesetzt wird, 

dbi^ 
erhält man die den beiden vorigen adjungirten Determinanten 

2 ± ßifi • . . ßn^ und 2 X /?!,! . . . ßn,n. 

welche natürlich aus gleichem Grunde wiederum gleich sind. Die oben 
angedeuteten Auflösungen des Systemes nach den x und y ergeben 

yi =Ci.iKi -f- . . . -|- Ci^xn; Xk = gk,ixi -}-... + gk,nXir(i=k = l, 2, 3...n); 

demnach ist also 

. _ ßui hljt + /yi,2 b2jc + . . ♦ -H /yi ,n bn^ 
cu- — - - 

Addirt man zu dieser Gleichung die weitere 

8 = ßhl hk,i +' ßu% hk,2 -f- . . . + /?i,n bk^, 

so erhält man, da ja bgc =z: — bk,i, bu = bk,k ist, 

Ci^ A + s = 2/^1^ bk^. 

Der Ausdruck s hat nach Kap. II. §. 12 entweder den Werth A oder 
Null; es wird also 

• _ _ _ 2/?gt bk^ _ 2ßijL bu — A 
Ci;k = — Ck4 = A. ' ^^^ ^ A 
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Die Grösse gi^ lässt sich mit Zahülfenahme der Grösse 

s' = ßi^ bi4 + fl2Pf b24 + . . . + /^la bn4 
ganz ebenso bestimmen; es findet sieb 

^, - „ _ ^ßiM bu _ 2bM bi4 — A 

gk,l =Z — gi;i, tU^ , gy = ^ 

Es ist also auch gk4 = — gijc = cijc = — Ck4, und dem obigen 
Systeme kann folgendes Doppelsystem substituirt werden 

r=ii r=ii 

yi = S Ci^Xr , XI = S Cr4yr (i = 1, 2, 3 . .. . u) 
^ r=l r=l 

Aus diesen beiden Systemen lassen sich mit Berücksichtigung der 
für die Grössen c gefundenen Eelationen zwei Sätze -herleiten , aus denen 
eben die Eechtmässigkeit des die Transformation unterscheidenden Bei- 
namens hervorgeht; es sind diese: 

Für die Yariabelen und Constanten einer orjbhogonalen 
Transformation gelten stets folgende Wahrheiten. Es ist 

I. 0^14 + 0^24 -f . . . + 0^114 = 1 ; 



IL xi^ + xa^ + 



+ x^n = yi^ + y^ + 



+ y^n. 



Um I. zu finden, quadrire man jede Gleichung des zweiten Systemes 
und addire dieselben hierauf sämmtlich. Da dann allgemein ci^ Cp.q = 
— Cm4 Cq,p ist, so müsscu sich bei der Addition alle doppelten Produkte 
wegheben, und man erhält 

Xi^ + . . . + x^n = Xi^ (c^i,! + . . . + c^i^) 4- . , , + x^n (cVi + . . . + c\n). 

Diese Gleichung« kann aber offenbar nur dann bestehen , wenn all- 
gemein 

c\i + c2i,2 + . . . + c»!^ = 1 (i == 1, 2, 3 . . . n) 
ist ; setzt man hier allerorts statt ci4c den gleichen Wertb — Ck4, so ergiebt 
sich unmittelbar Gleicl^ung I. — Und ebenso liefert die analoge Behand- 
lung des zweiten Systemes die Gleichung II. 

Es soll nun noch der Werth der für eine orthogonale Transformation 
charakteristischen Substitutionsdeterminante bestimmt werden. Es ist dem 
Obigen zufolge 
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Setzt man im ersten Determinanten - Faktor des Produktes den jeder 
Colonne (Zeile) gemeinsamen Faktor heraus, so wird 

2 i Ci,i . . . Cii,ii =^ -— . 2 X bt,i . . . bn^i -* i • P1>1 • • • Pn,ii. 

% 

Der erste Faktor hat nun den Werth A, der zweite, wenn man sich 
der Bedeutung des Symboles ß erinnert und Kap. III. §. 3 berücksichtigt, 
den Werth A**"^; es ist also 
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Substitution in eine Funktion (f{j^, y, . . . y^) verwandeln. Bildet man nach 

Kap. VIII. § 7 die Kessle 'sehen Determinanten der ursprünglichen wie 
der umgeänderten Funktion, so ist, wie ebendort bewiesen ward, 

H(fy) = H(fx) A2. , ' _ 

Während also bei den in §. 1 untersuchten Transformationen die erste 
Potenz des Modulus als Faktor zur Determinante der Coßfficienten hinzu- 
trat, haben wir hier das Quadrat jener Determinante als Faktor erhalten. 
Indem Cayley diess Verhalten gewisser Funktionen allgemein studirte, 
gelangte er dazu, mit dem Namen der Hyperdeterminanten solche 
Funktionen zu bezeichnen, welche, von irgendwelchen linearen Transfor- 
mationen betroffen, sich nur um eine Potenz der Substitutionsdeterminante 
von ihrem ursprünglichen Werthe unterscheiden^^). Die Definition Cay- 
ley 's hat man in späterer Zeit bestimmter gefasst und besonders den 
wenig bezeichnenden Namen Hyperdeterminanten durch eine andere Ter- 
minologie ersetzt, welche auch den verschiedenen Formen jener Gesammt- 
bezeichnung Rechnung trägt. Wir geben diese Definition , wie sie sich in 
neuester Zeit herausgebildet hat, mit den Worten vt)n C leb seh ^'^): 

In der Formentheorie untersucht man solche ganze ra- 
tionale Verbindungen der Coöff icienten und der Veränder- 
lichen, welche bis auf eine Potenz des Modulus denselben 
Werth annehmen, gleichviel, ob man sie für die ursprüng- 
liche oder für die transformirte Funktion bildet. Enthält 
eine solche Verbindung nur die Co^fficienten, so nennt onan 
sie Invariante; enthält sie auch die Veränderlichen, so wird 
sie Oovariante genannt. 

Wie wichtig diese neue Formen- oder Invariantentheorie besonders 
* üQr die geometrische Forschung ist, erhellt u. a. schon daraus , dass sie 
als »peziellen Fall all' diejenigen Ausdrücke in sich begreift, welche durch 
eine Coordinatenvertauschung in keiner Weise beeinflusst werden. Dieser 
hohen Bedeutung ungeachtet müssen wir uns an diesem Orte damit be- 
gnügten, an einigen Beispielen die eben aufgestellte Definition zu illustri- ^ 
ren und so ihren Zusammenhang mit der Determinantenlehre klarzustellen. 

§. 4. Die Funktion 

aoXi^ +* 2aiXiX2 + a2X22 

hat ^^ die Invariante faoa2 — - ai^), welche wir (nach Kap. V. §. 9) auch 
als ihre Discriminante bezeichnen dürfen. Setzt man nämlich 

^1 = biMjl + ^1*272» b,,i bi,2 
X2 = h2,iyi -h h2,2j2y ^2yi ^2,2 

so erhält man jetzt die obige Funktion in folgender Form: 

ao'yi^ + 2ai'yjy2 + a2'y2*. 
Wird aber jetzt die Discriminante (ao'a2' — a^) hergestellt, so ist 
dieselbe gleich ' * 

ao a,| r |bi,i bi,2| f _ / _ 2^2 

Nennen wir somit jeden aus n Veränderlichen ganz und rational zu- 
sammengesetzten Ausdruck eine Form, so haben wir gefunden: 

Die Discriminante einer ,, binären quadratischen Form 
ist eine Invariante. 

Guntlier, Determinantentheorie. 2. Aufl. X2 



= r. 
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Anch für Covarianten besitzen wir ein naheliegendes Beispiel. Schrei- 
ben wir in der vorhin erwähnten Gleichung 

H(fy) = H(fx)^ A' • ^ 

H(fy) und H(fx) wirklich hin, so zeigt sich, dass in letzterer Determi- 
nante die einzelnen Elemente Funktionen der Variabelen x sind. Daraus 
folgt aber: 

Für jede beliebige Funktion ist die Hesse'sche Deter- 
minante eine Covariante*). ^ ^ 

Ursprünglich zu Abkürzungszwecken ausgebildet, hat sich in neuester 
Zeit eine symbolische Rechnung mit Formen und / Determinanten ein 
bedeutendes Gewicht in der Algebra errungen. Die Grundzüge dieses 
Calcul's sind von Aronhold^^) skizzirt worden. Eine rationale ganze 
Funktion nten Grades von ebensoviel Veränderlichen wird durch 

a» = b^ = c^ = . . . , 

die n! fache Funktionaldeterminante J? ± f[,i fo,^ . . . fn,ii durch 

. «; = ^ =r yn-= . , . 

bezeichnet, und es bestehen Kegeln, um ein durch die symbolischen Ver- 
knüpfungsgesetze auf kürzestem Wege erzieltes Resultat sofort wieder in 
die übliche Darstellüngs weise umzusetzen. Da jedoch in der äusseren 
Form die von verschiedenen Mathematikern eingeführten Bezeichnungen etc. 
nur sehr wenig übereinstimmen**), so hat Schlegel'^) den gewiss pas- 
senden Vorschlag gemacht und einlässlich begründet, die völlig consequente 
Graphik der Grassm an naschen ^Ausdehnungslehre^ durchgehends zn 
Grunde zu legen. 

Historisch möge über die Ziele und bisherigen Erfolge der Invarianten- 
theorie noch Folgendes bemerkt werden. Man musste sich die Frage vor- 



*) In Etirze seien hier noch einige gebräuchliche Kunstwörter der Invarianten- 
lehre erklärt. Ist die Potenz des Modulus eine gerade Zahl, so heisst die Inva- 
riante eine directe, im anderen Falle eine windschiefe. Diese Termini rühren 
von Hermite her i»). Andererseits fährt jener Exponent nach Fiedler 20) anch 
den Namen Gewicht der Invariante, weil ihm die Summe sämmtlicher in 
einem beliebigen Gliede der Invariante vorkommender Indices gleich ist. 

Sind statt einer einzigen Funktion deren mehrere gegeben, so kann man si- 
multane In- und Covarianten bilden. Hat man z. B. die beiden binären quadra- 
tischen Formen 

^ f = aoXi2 + 2a,x,i2 + 82X22, 

(ff = boXi« + 2biXiX2 + h2i22, 

so ist,, wenn r eine der bisherigen analoge Bedeutung hat, 

s^i + »13^2 boii -f- biX2 

»1^1 + »2^2 hjXi + b2X2 ' 

diese letztere Determinante ist also eine simultane Covariante 2i) der beiden Formen. 

Soll man zwei Formensysteme wechselseitig in einander überfuhren können, so 
müssen entsprechende Covarianten identisch sich annulliren und die absoluten 
Invarianten (für r = 1) sich ebenso beziehungsweise gleich sein 22). 

**) In sehr charakteristischer Weise haben bei* einer gewissen Gelegenheit 
C leb seh und Gordan24) selbst durch Nebeneinanderstellung der von drei ver- 
schiedenen Autoren für die nämliche Sache gewähltMi Symbole gezeigt, wie schwie- 
rig die XJeberschau in diesem Gebiete noch immer ist. 



a'oyi + a',y2 b'oYi + b'iygl __ 
a'ili + »'2/2 h'iy, -^ b'sy.vj "" 
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legen, ob es eine abgeschlossene Anzahl von Ausdrücken gäbe, denen in- 
variante Eigenschaften zukommen, oder ob diess nicht der Fall sei. Wäh- 
rend Cayley ''^^) zuerst der Ansicht gehuldigt hatte, dass diese Ani^hl 
eine unbegränzte sei, regten sich später Zweifel hiegegen, und zwar suchte 
man die Frage zunächst fttr binäre Formen (mit zwei Variablen) zu ent- 
scheiden. Es gelang G o r d a n 2^, den Nachweis exakt^ zu erbringen, dass 
es fQr diese Formen ein endliches System von Invarianten und Covarianten 
giebty so zwar, dass sich jede andere In- oder Covariante aus einer be- 
stimmten Anzahl distinkter Formen . rational und ganz zusammensetzen 
lässt. Diese Thatsache hat dann auch C^.yley^^) neuerdings als richtig 
anerkannt. 

§. 5. In diesem Paragraphen soll noch ein spezieller Fall von linearer 
Transformation behandelt werden, welcher sich fttr die höhere Geometrie 
von hervorragender Wichtigkeit erwiesen hat. , 

Unter einer bilinearen Form versteht man einen Ausdruck, wel- 
cher aus 2n Veränderlichen Xi, X2 • • • ^n» Ji» 72 • • • 7» linear zusam- 
mengesetzt ist; symbolisch wird ein solcher Ausdruck durch eine Doppel- 
summe dargestellt werden müssen. Gegeben seien zwei solche bilineare 
Formen 

isn k=n i=n k=n 

P = S S Aux^Tk, Q*= S S Bu^xiyk; 

1=1 k=l 1=1 k=l 

bildet man dann, unter p und q beliebige Zahlen verstanden, die durch 
(P, Q) zu bezeichnende Determinante des Systemes (Pp + Qq), d. h. 

(P, Q) = 2 ± pAj,i + qBi,i, pA2,2 + qB2,2 • . • pAn,ii + qBn.n, 

so ist diese Determinante ersichtlich eine homogene ganze Funktion nten 
Grades von p und, q, kann also in ein Produkt von n Faktoren zerlegt 
werden, deren jeder homogen und linear aus p und q sich zusammensetzt. 

üeber diesen Zerlegungs - Akt hat nun W e i e r s t r a ss 2'^) eine Eeihe 
eleganter Betrachtungen angestellt, deren erster für die Geometrie beson- 
ders bedeutsamer Theil hier wiedergegeben werden soll. 

Denken wir uns die obige Determifiante als Produkt geschrieben, so 
werden die einzelnen Faktoren im Allgemeinen von der Form (ap + hqY 
sein *), so dass also die (I + 1) te Potenz von (ap 4- bq) in (P, Q) nicht 
mehr ohne Eest aufgehen würde. Bildet man aus (P, Q) sämmtliche kte 
Unterdeterminanten, so sind diess ganze homogene Funktionen (n — k)ten 
Grades für p und q. Gewisse Potenzen von (ap + bq) werden auch in 
diesen Unterdeterminanten ohne Rest enthalten sein ; jedoch wird der Ex- 
ponent der höchsten Potenz, bei welcher dieses Aufgehen gerade noch 
stattfindet, nicht mehr I , sondern irgend eine kleinere Zahl I^) sein. 

Zerlegt man eine beliebige (k — l)te Unterdeterminante von (P, Q) 
nach den Elementen einer ebenfalls beliebigen Eeihe in Minoren, so stellt 
sich jene — abgesehen vom Zeichen — dar als ein Aggregat von Gliedern 
aus zwei Faktoren , deren einer ein Element von (P, Q), > der andere eine 
Unterdeterminante (n — k)ten Grades ist; es muss also jede in eine^ 
Unterdeterminante von letzterem Grade aufgehende Zahl auch in jeder 



^) Dabei ist es .als selbstverständlich vorausgesetzt, die Cogfficienten seien 
nicht durchweg gleich Null. 

12* 
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Döterminante von höherem als (n — kjtem Grade ohne Rest enthalten 
sein. Dem Vorhergesagten ist also zu entnehmen, dass, wenn V^^ = l, 
1(1) =.V etc., die Eeihe I, T, l", T", W) . . . I« . . . l(r-i) eine stetig 
abnehmende ist und dass, wenn irgend ein Glied derselben den Werth ' 
Null annimmt, diess anch das Verschwinden aller übrigen nachfolgenden 
zur nothwendigen Folge hat. Wird also 

e = I — l', e' '= r — l" . . . e('-^> = I('-i) 

gesetzt, so sind sämmtliche e positive Zahlen, und es ist 

(ap + bq)l = (ap + bq)« (ap f bq)®' . . . (ap + bq)e<'-i). 

Im Ganzen giebt es r Faktoren von (ap + bq)'^; jeder solche Faktor 
wird von Weierstrass ^) ein Elementartheiler der Determi- 
nante (P, Q) genannnt. Zunächst gilt dann also der Satz: 

Die Determinante (P, Q) ist gleich dem Produkte ihrer 
sämmtlichen Elementartheiler in eine von, p und q unab- 
hängige Grösse. 

Hierauf aber stützt sich dann der Beweis eines anderen wichtigen 
Lehrsatzes, welcher von seinem Erfinder folgeodermassen form ulirt wird ^^): 

Es werde durch die Substitutionen 

i=n i=n i=ii i=n 

Xi = S hi4Ui . . . Xn = S hn4Ui *, Jj = S ki,i Vi . . . Jn =' S kn,m, 
i=l 1=1 1^1 1=1 

WO ,Ui . . . Un und Vi . . . Vn neue Veränderliche bedeuten, 
hi,t . . . hn,ii; ki,i . . . kn,n aber Constanten, welche keiner an- 
deren Beschränkung unterworfen sind, als dass die Deter- 
minanten 

H = ^ i hj,! . . . hn,n, K ^^ ^ + k|,i . . . kn,ii 

nicht gleich Null sein dürfen, die Form 



P(ii . . . xn; y, . . . yn) ^^ ^^^^ andere P'(^^ . , 



Un ; Vi . . . Vn ) 



und zugleich 

Q(Xi . . . In ; yi . . . yn ) ^^ ^ (Ui . . . Un ; V| , . . Vn ) 

verwandelt, so stimmen die Determinanten der beiden For- 
men in ihren Elementartheilern überein. 

Ist • 

i=n k=n i=n k=n « 

P' = S S A'i,k ui vk, Q' = S S B'u ui vk , 



1=1 k=l 



1=1 k=l 



so ist ^ 

(P', QO = 2 ± pA'i,i + qB'„i, pA'2,^2 + qB'2,2 . . • pA'n,n + qB'n.n. 

Nach dem Bildungsgesetze dieser Determinante ist dieselbe aber gleich 
dem Produkte dieser drei folgenden; 



pAi,i + qBi,i . . . pAi^-1-qBi^ 



hi,i . . . hn,l 



hi,n • . • hn,: 



k 



iji 



. . . kl. 



kn,l • . • kn,n 



pAn.l + qBn,l . . . pAn,n+qBn,n 

d. h. es ist 

(P', QO = HK(P, Q). 

Jeder Theiler von (P, Q) geht demnach auch in (P', Q') ohne Rest 



st-' 
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auf. Bildet man also eine beliebige Unterdeterminante (n — k)ten Grades 
von (P', Q'), so lässt sich dieselbe der eben bewiesenen Gleichung zufolge 
darstellen als eine algebraische Summe aus drei Faktoren, welche bezüg* 
lieh gleichgradige ünterdeterminanten von H, K und (P, Q) sind, und 
deshalb ist auch jeder Theiler einer ünterde terra inante von (P, Q) zugleich 
ein Theiler der Unterdeterminante eben so hohen Grades von (P', Q'). 
Da nun aber P' in P und Q' in>Q übergeht, sobald man die oben stehen- 
den Tränsformationsgleichungcn nach u und v auflöst und bezüglich für 
die§e u und v lineare Funktionen der x und y substituirt , so muss um- 
gekehrt auch jeder Theiler einer kten ünterde terinin ante von (P', Q') 
auch in einer jeden kten Unterdeterminante von (P, Q) ohne Rest auf- 
gehen. 

Es kann demnach auch keine höhere Potenz von (ap 4- bq) als 

(k) 

(ap + bq)'^ in (P', Q') enthalten sein; ebenso ist (ap + bq)'^ die höchste 

in allen kten ünterdeterminanten (n — k)ten Grades restlos enthaltene 

Potenz jenes linearen Ausdruckes. Die r Faktoren, in die die Ite Potenz 

desselben sich zerfallen Hess, nämlick 

^ (ap + bq)I-^ (ap + bq)i'-t" . . . (ap + bq)('-i) 

sind also auch die Faktoren des entsprechenden Theilers von (P', Q'), 
oder, wie wir diess Verhalten im^ Anschluss' an die obige Definition auch 
charakterisiren können: 

Die Elementartheiler der beiden Determinanten (P, Q) 
und (P', Q') sind einander successive gleich. ^ 

Der hier bewiesene Satz gestattet die Umkehrung, für welche W e i e r- 
strass ^2) ebenfalls den Beweis gegeben hat *). 

§. 6. ^ Wie schon bemerkt, ist die im Vorstehenden entwickelte 
Theorie von Wichtigkeit für die Raumlehre geworden. Betrachtet man mit 
Plücker^^) die gerade Linie als Raum -Element und giebt durch 

yi • 72 •. 73 • 74 und zj : Z2 : Z3 ': Z4 

zwei Punkte in homogenen Coordinaten an, so kann man für die durch 
diese zwei Punkte gelegten Gerade folgende 6 Relationen 



Pl»2 = 



7i 72 

Z| Z2 



» Pb3 = 



P4»2 = 



7l 73 

H Z3 

74 72 
Z4 Z2 



Pb4 = 



P2»3 "^ 



7i 74 

Zl Z4 

72 73 

Z2 H 



t P3»4 — 



73 74 
Z3 Zj 



aufstellen. Diese Determinanten vom zweiten Grade bezeichnet P lücker 
(s. 0.) als Coordinaten der geraden Linie; zwischen denselben be- 
steht noch die Relation 

P ^ pi,2 P3,4 + Pi,3 P4»2 + Pl»4 P2»3 == ^• 



*) Wer ober die geometrischen CoDsequenzen der W eier st rass'schen Theorie 
AusfahrlicheresN za erfahren wünscht, als der nächstfolgende Paragraph zu bieten 
vermag, vergleiche die Anhänge, welche Gundelfinger^s) seiner Neubearbeitung 
von Hessens Raumgeometrie beigefügt hat. Der von Weierstrass programm-, 
gemäss ausgeschlossene Fall verschwindender Substitutionsdeterminanten hat ein- 
gehende Behandlung und geometrische Deutung bei Krön eck er 34) gefunden. 



{3l — li)"' = ß - hf" {l — üi)"' ... . (X~ 
in seine Elementartheiler (s. den Torhergebenden Paragrapl 

Nun wissen wir aber Folgendes: Soll ein bilineares Fi 
in ein anderes P', 0' linear transformirbar sein , so müss 
ihren Elementartheilern Ubereinätiinmen. Diese Formenpaa 
gesetzt, liefern also den niLinlichen Complei , wenn in den 
beider die Vertheilnng der Wnrzeln und Eteroentartheiler 
vertheilen wir also — für ein qnadratisehea © — in d< 
(P' (P') die Wnrzeln nnd Elementar theil er auf jede mögl 
erbalten wir nacheinander alte Überhaupt denkbaren qnai 
plexe. 

Gestützt auf diese Tbatsachen hat Ad. Weiler 3' 
stellnng wir bis hierher hanptsächlich gefolgt sind, seine 1 
Beschreibung sämratlicher Complezü vom zweiten Orade di 
hiebei gefunden, dass es deren im Ganzen 58 wesentli' 
gäbe 3«j. 

1) Eiemann, Theorie der Abersohen Punktionen, Ges. W 
Leipzig 1876. S. 112 ff. — 2) Clebseh, üeber die Anwendung 
Fanktionen in der Geometrie, Jonrnal f. d. reine n. a,agew. M 
S. 21. — 3) E. F. A. Clobach, Versnelj einer DarlegTing nnd 
wissenBchafthchttn Leistungen, Mathem. Annalen,'?. Band, S, 21. - 
Sor la theorie dea transformations birationelleB planes en gia&i& 
math^m., Tome I 8. 54 ff. — 5) Noether, Ueber PliLohen, we 
tionaler Gurten besitzen, Leipzig 1870. S. 7. — 6) Chasles, Ge 
metrie, deutsch von Sohncke, Halle 1839. 8. 71 ff. — 7) Joi 
qnetqnes applications des determinants ä la g^ometrie, Joum. f. ( 
Mathem. 40. Band, S. 21. — 8) Euler, Not! Comment. Petrop. ' 

— 9) Cancb;, Exercicea de Math^matiqnea et de Pliysiqae mai 
1830, IV. 8. 140 ff. — 10) Veitmann, BcitrSge zur Theorie d 
Zeitschr. f. Mathem. u. Plijs. lö. Jahrg. S.523fl.- 11) SjlTester. 
of the calcnlns of forms, Qoaterly Jonrnal t. VII, S. 52 ff. — 12) I 
qnestion relative k la tbäorie des nombres, Jnnrnal de Mat^m. Toi 

— IS) Weihranch, Zur Cunstrnktion einer unimodalaren Deter 
f. Math. n. Phys. 21. Jahrg. 8. 34 -ff. — 14) EosaBes, Ueber d 
einer quadratischen Porm in sich selbst, Jonrn. f. d. reine d. 
80. Band. 8. 52 ff — 15) Ibid. S. 71. — 16) Cayley, Memo 
döterminants, ibid. 30. Band. 8. 1 ff. — 17) Clebach, Theorie 
hraiechen Pnrmen, Leipzig 1872. S. 3. — 18) Ibid. S. 3. — 19 
I'invariant du 18« ordre des formes du cinqai^me degrä et anr 1 
dana la r^solntion de I'equation du cinquienie degre, Journ. f. < 
Mathem. 59. Band. S. 304 ff. — 20) Fiedler, Dia Elemente 
metrie und der Algebra der biniren Formen, Leipzig 1862. S. 174, 
S. 4. — 22) Gram, Sur quelques th^or^es fondamentaui de I 
Mathem. Annalen, 7. Band, S, 239. — 23) Aronhold, Ueber e 
BegrDndnng der Invariantentheorie, Joam. f. d. reine n. angevr. M 
S. 281 ff.— 24) Clebsch-Gordan, Ueber cabiache temäro I 
Annalen, G. Bond. S. 439. — 25) Schlegel, System der Rani 
Leipzig 1875. S. 102 ff. -• 26) Cayley, üpon quantica, Tranaa 
CXLVL 8, 101 ff. — 27) Gordan, Beweia, das 9 jede Covarian 
einer binären Form eine ganze Funktion mit namuriachen CoSfäc 
liehen Anzahl solcher Formen ist, Jonrn. f. d. reine a. angew. M 
S. 323. — 28) Cayley, A ninth memoir on quantics, Trana. i 
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Kapitel IX. 

Cubische Determinanten. 



§. 1. Wir sahen oben (Eap. I. §. 6), dass der französische Mathe- 
matiker Vandermonde zuerst sich genöthigt sah, die verschiedenen 
Elemente eines Systemes von Termen durch drei denselben angehängte 
Indices zu unterscheiden. Abgesehen von jenem ersten isolirten Auftreten 
dieser Bezeichnungsweise finden wir bis in die neueste Zeit hinein nirgends 
etwas Analoges; erst Somoff ^) iöt im Verlaufe einer auf ganz andere 
Ziele gerichteten Untersuchung zu der Anwendung des dreifachen Index 
und den damit in engster Beziehung stehendein cubischen Determinanten 
hingeführt worden, und Dahlander hat der Erste deren Eigenschaften 
studirt *) (s. §. 3). Zuletzt haben besonders italienische Gelehrte, de 
Gasparis^), Armenante^) und Padova ^), diesen analytischen Ge- 
bilden ihre Aufmerksamkeit zugewendet und eine Reihe von Eigenschaften 
für dieselben ^gefunden, welche denen der gewöhnlichen Determinanten 
Yollkommen entsprechen. In Deutschland hat sich zumal Zehfuss^) mit 
diesem Gegenstande beschäftigt und ihn in Beziehung zu den Theoremen 
der neuen Algebra gesetzt. 

§. 2. Sind n^ Elemente gegeben, so können wir dieselben in Gestalt 
eines Würfels anordnen, und zwar.muss dann jedes einzelne Element durch 
drei Indices charakterisirt werden,, welche gewissermassen seine Coordinaten 
in Bezug auf ein mit drei aneinanderstossenden Würfelkanten zusammen- 
fallendes rechtwinkliges System ausdrücken. Das nachstehende Schema, in 
welchem 216 Elemente in der angegebenen Weise zusammengestellt sind, 
wird diess erläutern: 



*) Ihrer allgemeinen Anffassnng und pracisen Beweise halber ist auch die 
ganz, kürzlieh als Separatabdnick ans Battaglini's „Giomale" erschienene kleine 
Sehriift herTorznheben: Garbier i, Determinanti formati di elementi eon an nnmero 
qnalonqae dHndici, Borna 1876. 
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sehe Summe alT dieser Produkte die cubische Determinante 
des Systemes. 

Während bei einer • quadratischen Determinante von zwei Diagonal- 
reihen gesprochen werden konnte , . giebt es deren hier im Ganzen vier. 
Wir halten aber an dem Qebrauche fest, die Beihe der Elemente ai,i,j, 
a2,2)2 • • • an,iMi a.ls crste Diagonalreihe zu bezeichnen. 

Die Zeichenregel für die einzelnen Glieder könnte an sich willkürlich 
gewählt werden; um aber die Analogie oder, besser gesagt, das Hanke T- 
sche Prinzip der Permanenz formaler Gesetze ^) nicht zu verletzen , stellen 
wir dieselbe durch folgende Betrachtung fest, welche zugleich das Bil- 
dungsgesetz und die Anzahl der bei der Entwickelung sich ergebenden 
Glieder erkennen lässt. 

Man schreibe zunächst das Anfangsglied ai,i,t) a^»2»2 • • • ^n^i^ hin 
und bilde sämmtliche Permutationen aus den Nummern 1, 2 . . . n, 
deren es n! giebt. Hierauf ersetze man die Serie der dritten Indices der 
Beihe nach durch sämmtliche andere Complexionen, welche man bei'm 
Permutiren erhalten hat, während die beiden ersten Indices überall un- 
verändert bleiben. Jedem einzelnen Gliede ertheile man das positive oder 
negative Zeichen, je nachdem die Complexion seiner dritten Indices eine 
gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen aufweist. Nachdem so die 
ersten n! Glieder gebildet sind, bilde man ein neues Glied dadurch, dass 
man, während zweite und dritte Indices ihre Plätze behaupten, an Stelle 
der bisher constant gebliebenen Compkxion der ers|;en Indices die zweite 
Complexion aus der Beihe der obigen nl Permutationen einsetzt. Indem 
man dieses Glied, welchem selbstverständlich gegenüber dem zunächst vor- 
hergehenden das entgegengesetzte Zeichen zukommt, in analoger Weise 
weiter behandelt,/ gelangt man zu weiteren Entwickelungsgliedern uüd • 
kann so lange derart fortschreiten, bis sämmtliche Glieder dargestellt 
sind. 

Aus diesen Angaben abstrahiren wir Folgendes: 

Die Entwickelung einer cubischen Determinante vom 
nten Grade liefert 

nl -I- n! + . . . + nl = (n!)« 

(ni) 

Glieder. Ein Glied erhält das positive Vorzeichen, wenn die 
Anzahlen der Inversionen, durch welche die beiden Com- 
plexionen der ersten und dritten Indices aus der Anfangs- 
complexion 1 2 ... n hervorgegangen sind, zusammenaddirt' 
eine gerade Zahl ergeben, das negative, wenn diese Summe 
ungerade ist. 

Man erkennt hieraus auch sofort, dass die eine Hälfte der Glieder mit 
dem positiven, das andere mit dem negativen Vorzeichen versehen sein 
müsse (vgl. Kap. II. §. 1). 

Entwickeln wir so die cubische Determinante dritten Grades 
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321 132 bestimmen, so betrachtet man die beiden Complexionen 231 
und 312. Erstere weist gegen die Anfangscomplesion 3,- letztere 4 Inver- 
sionen Rof; 3 + 4 =: 7 ist eine nnfferade Zahl, and das Glied erbBll 
das Minuszeichen. 

§. 3. Ebenso wie wir bei den quadratischen Determinanten horiKui- 
tale und vertikale Reihen onterscheiden, giebt es bei den eubischen Hori- 
zentalebenen und zwei Gattungen von Vertikalebenen. Diejenigen Ebenen, 
welche bei der von uns böfolgten Anordnung der Papierebene parallel 
verlaufen, wollen wir Vertikalebenen der ersten Art, die hierauf 
senkrechten Vertikalebenen der zweiten Art nennen. 

Denken wir uns nunmehr, es seien zwei Horizontalebenen mit ein- 
ander vertauscht worilen; hierdurch haben die beiden letzten Indices keine 
. Aenderung erlitten. Entwickeln wir also die Determinante vor und nack der 
Vertauschuag, so ist klar, dass die einzelnen Glieder in beiden £ntwickel- 
ungen dem absoluten Weiibe nach einander bezüglich gleich sein müssen; 
die ümtauschung des ersten Indes aber hat, den oben getroffenen Be- 
stimmungen gemäss, fQr das betreffende Glied einen Zeichai Wechsel be- 
wirkt. Nimmt man die gleiche Operation vor mit zwei Vertikalebenen 
der zweiten Art, so bezieht sich die ümtauschung auf den dritten Indei, 
und der Effekt ist der nflmliche. Handelt es sich dagegen um die Ver- 
setzung zweier Vertikal ebenen erster Art, so bleibt erster und dritter 
Index unge&ndert und die Vertauschung bezieht sich lediglich auf den 
zweiten, welcher als invariabel , wie wir sahen , fQr die Bestimmung des 
Vorzeichens gleichgültig ist. Hieraus ergeben sich folgende Sätze r 

Eine cubische Determinante ändert ihr Zeichen, w( 
zwei Horizontalebenen oder zwei Vertikalebenen der zn 
ten Art mit einander vertauscht werden. 



Eise cubische Dt 
i Vertikalebeuen i 
den. 

Es ist also z. B. die c 
211 212 213 
221 222 223 
231 232 233 

111 112 113 

121 122 123 =- 
131 132 133 

311 312 313 
321 322 323 

331 332 333 
Als Zusatz tritt ai dam Ol) 
bische Deter: 



inanle bleibt angeänder 
-steil Art mit einander ver 



re Determinante A gleich 
113 112 111 
123 122 121 
133 132 131 

213 212 211 

223 222 221 =+, 
233 232 231 



313 312 311 311 312 313 

323 322 321 331 332 333 

333 332 331 321 322 323 

bieen noch Folgendes hinzu: 

naute verschwindet identisch, 



111 112 113 
131 132 133 
121 122 123 

211 212 213 
231 232 233 . 
221 222 223 



nenn zwei Horizontatebenen oder zwei Yertikalebenen der 
zweiten Art einander in allen Stücken gleich sind. 

Ferner Übersieht man auch sofort die Wahrheit des Satzes: ' 

Um eine cubische Determinante mit einerZahl za mnlti- 
pliciren, hat man sämmtliche Elemente einer nnd derselben 
Determinanten-Ebene mit ihr zu mnitipliciren. 

Die oben von uns gelieferte liestimmang für die Anuahl der Ent- 
wickelungsgl teder lässt auch nachstehende anscheinend von Dahiander^ 
herrührende Fassung zu: 

£ine cubische Determinante nten Grai^es kann als 
Summe von n! gewöhnlichen Determinanten desselben Gra- 
des dargestellt werden. 

So wäre also etwa 

!111 112 
121 122 I 111 122 I I 121 221 1 

211 212 ~ I 211 222 | | 112 212 T 

221 222 
§.' 4. Fasst man alle diejenigen Entwickelungsglieder zusammen, 
welche das Element ag. h, k als gemeinschaftlichen ^aktor, haben, und setzt 
man denselben vor eine Klammer, so bleibt in dieser ein Aggregat von 
((n — 1)!)* Gliedern zurück, und in jedem einzelnen Gliede sind ans- 
Bchliesslich solche Elemente vertreten, welche mit ag, h, k in keiner Hori- 
zontal- oder Vertikalebene zusammen vorkommen. Es sind diess im Gan- 
zen (n — 1)3 Elemente, welche sich sofort wieder zu einer cabischen 
Determinante vom (n — ■ 1) ten Grade combiniren lassen. In ganz analoger 
Weise, wie bei den quadratischen Determinanten (vgl. Kap, II. §. 5), er- 
hält man den Coßfflcienten A' dieses Elementes, wenn A die ursprüngliche 

Determinante ist, durch die Gleichung A' = ^r und bezeichnet die 

dag, h, k 
Determinante A' als die erste Unterdeterminante von A, ge- 
nommen nach dem Elemente ag.h.k. 

Diess liefert uns eine zwar recnrrente aber für die Praxis gleichwohl 
bei Weitem bequemere Regel zur wirklichen Ausrechnung einer cubisehen 
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DeienuiDanifl, als diess die oben erwähnte independente war. Ebenso, wie 
wir eine quadratische Dcterminant« früher nach den Elementea einer be- 
stimmten Reihe in Unterdeterminanten zerlegten, nehmen wir jetzt diese 
Zerlegung nach den Elementen einer bestimmten Ebene vor, und zwai 
beschränken wir uns hier auf Horizontalebenen, indem natürlich für jede 
andere Ebene das Verfuhren sieb analoff gestaltet, um den Coi!fBciBDt«ii 
jedes Elementes einer solchen Ebene zn bilden, legt man durch das Element 
als'Anfangspnnkt ein mit den Würfelkanten der Richtung nach übereinstim- 
mendes rechtwinkliges System nnd ordnet alle diejenigen Elemente in eine 
Determinante ein", welche auf keiner der drei Axen-Ebenen diesefl Systames 
liegen. Znr Bestimmung des Vorzeichens brauchen wir bloB zu berQck- 
sichtigen, dass jedes Element von der Form aq, i, j gegen aq, i, s und a^, a, i 
das entgegengesetzte Zeichen erhalten mugs. Hieraus ziehen wir folgende 
Vorschrift : 

Soll eine cnhische Determinante nach den Elementen 
der qten Horizontalebene in Dnterdeterminanten zerlegt 
werden, so untersnche man znerst, ob die Zahl (q + 1 + 1) 
gerade oder ungerade ist. Im ersteren Falle erhält jedes 
Glied der Zerlegung das positive oder negative Zeichen, je 
nachdem die Indexsumme (g + h •{- k) des Elementes &g,b,i 
gerade oder ungerade ist, im anderen Falle verhält es siel 
umgekehrt. 

Soll beispielsweise die obige Determinante dritten Grades nach den 
Elementen der ersten Horizontalebene in Unterdeterminanten zerlegt wer- 
den, so bildet man zuerst 1 + 1 + 1 = 3. Dann erhält also etwa 113 =5 
das positive, 1S2 = 6 das negative Vorzeichen, weil eben der zweite der 
normirten Fälle eingetreten ist, und das Resultat der Zerfällung ist: 

111 



222 223 . 

232 233 
322 323 

332 333 


(221 223 
... t 231 233 
"* i321 323 

1 331 333 


+ 113 


(221 222 

1 281 232 

1321 322 

( 331 332 


211 212 
231 232 

311 312 
331 332 


(211 213 

+ 1- 31?" 3lf' 
( 331 333 


—121 


(212 213 
1 232 233 
(312 313 
1 332 333 


212 213 


(211 213 




(211 212 



hingegen würde man bei der nach den Elementen der zweiten Horisontal- 
reihe zerlegten Determinante*) * ± 111, 222 finden: 

111 112 

211^^212^^ = 211 . 122 — 212 . 121 + 222 . 111 — 221 . 112, 
221 222 . - 

indem hier die Indexsumme 2 -{- 1 + 1 = 1 eine gerade Zahl ist. 

Nun können wir auch die früher gelernten Regeln zur Bildnug höhe- 



*) Man erkennt die nnmittelbare üebertragbaikeit des SmnmensTniboli uf 
cnhische und späterhin auch aof Booh höhere Determinanten. 
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rer ünterdetermitianten auf cubiEche Determinaiiteii aosdehnen; die den 
Coöfficienten Aq des Produktes »b^^ e„ d, »b», o», d2 ■ ■ ■ "bqCqdq bestim- 
mende Relation wird sein 



Aq = 



•J^b. 



•"b,, Ol, d, "%, c,, da ■ ■ ""bq, cq. dq 

§. 5. Die Entwickelung einer cubiBchen Determinante aejgt aucb, 

dase, wenn sSmmtlicbe Elemente ein und derselben Ebene aas gleichvielen 

Summanden zusammengesetzt sind, die Determinante sieb in eine Summe 

zerlegen lässt, deren einzelne Glieder wieder cubiscbe Determinaten sind. 

So ist ganz allgemein 

ai.i^ »1.1,3 -. ■ aiM + b'u + • ■ - + bS^ . . . ai.i^ 
»1.1.1 ih ,2,2 ■ ■ ■ ai.a,q + bS!i + . . . + b'.*a - .. . a,.;. 



aijij ai^ . . . AiM^ + b^i + . . . + bi^ . . . 
i'lii *a.i.2 • ■ • *a.i.#+ ba.i + . , . + ba.i . . , aa.iji 
»2,2.1 »2,2.2 ■ ■ • a2Ä,q + ba^ + - . . + ba.j . . . af,a^ 



aa^i »ä^Ä - ■ ■ ?2Aq + biji + . 



. + bii,n 



aB.1.1 a,m,a . . . an.i^ + b^i + . . . + biS . . . an.i* - 
30^,1 aii,a^ . . . anj,5 + bn^ + . . . + b^j . . , an^ji 

»1.^.1 B^u;t . . . &B^q + bj^ + . . . + biä 
1.(1) 

»1,1.1 ■ ■ - 0]^ . . . a:,aji 

l(1) 

aiAi ■ . ■ Di,n - . . ai^ji 
»2,1.1 ■ ■ ■ bg,i . . . aa,i;n 
+ »20,1 . . . bali . . . ag^j, + . . . + 






(1)1 



.1' 
■ bsji 








»1.1 


- ■ ai.i.q 


. . ai.w 






» 


,K,( . . . ai,afl . . . ai^^ 




»lAK 


■ ai^,i . . 


. ai^,q . . . 


aiAD 




»2.1, 


. . ■ aa,i,q 


. . aa,i,n 




= 


»2 


,2,1 ■ - ■ »2,2^ - ■ ■ »2,2^ 




aa^n 


aa*,i. 


. aaj,.q . . . 


aa,«ji 




&n.i. 


. . . an.l.q 


. . a„.iji 






ai 


^,1 • ■ ■ »Mfl ■ ■ • »n.«." 




aiiAii 


anji.1. 


. amn.q . ■ . 


an,!!^ 




bS . . . 


ai.Ln 




»1.2.1 ■ 


. bis . 


. ai.2,n 




aiji.1 


. . . bS 


. . . ai,mn 




»2,1,1 . - 


i4S . . 


aa,M 




»2.2.1 - 


.bS.. 


. a2,aj. ; 




»An,t 


..bä 


. < aaAji 




ar,l.l . . . 


bu . . 


an.]* 




an 


1.1 ■ 


.bS. 


. BAS^ 
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'a»!»!»! ai>l>2 1^3,3,3 »3,3,4 [»1,3,3 ai',3,4 (»3,1,1 »3,1,2 

»1?2,1 »l>2i2 ^ J »3>4>3 »3j4,4 ^ J »1>4,3 »1»4»4 ^ j »3»2>1 »3>2»2 

»2»1,1 »2)1>2 * |»4»3,3 »4?3»4 |»2>3»3 »2>3,4 * j»4,l,l »4»1»2 

»2>2»1 »2>2»2 ^ »4,4,3 »4,4,4 ' »2i4»3 »2,4,4 ^ »4»2,1 »4,2,2 

Diess Resultat lässt sich yerallgemeinern zu folgendem dem in Kap. II. 
§.18 behandelten Corollar des Laplace* sehen Theoremes entsprechenden 
Satze : 

Sind in einer cubischen Determinante des 2nten Grades 
die 2n3 Elemente, welche n Vertikalebenen mit n Horizon- 
talebenen, und welche die anderen n Vertikalebenen der- 
selben Art mit den nämlichen n Horizontalebenen gemein 
haben, durch Nullen ersetzt, so reducirt sich die Determi- 
nante auf eine Summe aus zwei Summanden, deren jeder aus 
zwei Determinanten des nten Grades als Faktoren zusammen- 
gesetzt ist. Selbsverständlich existirt ein analoger Lehr- 
satz auch für Determinanten ungeraden Grades. 

Dieselbe Wahrheit würde sich auch haben finden lassen dadurch, dass 
man die cubische Determinante ganz allgemein in Aggregate aus ünter- 
determinanten beliebige^ Grade zerfällt hätte. Armenante*) hat diese 
Aufgabe in sehr allgemeinem Sinne gelöst "). 

§. 7. Es steht nichts im Wege, in der 'nftmlichen Weise, wie wir 
hier Determinanten mit drei Indices gebildet haben, auch solche mit vier, 
und überhaupt mit beliebig vielen Indices zu bilden ; jedoch müssen wir dann 
auf die geometrische Darstellung verzichten. In der oben angeführten 
Schrift von Zehfuss sind einige Fundamentalsätze von solchen Determi- 
nanten entwickelt. 

Die Anzahl der jedem Elemente angehängten Indices bestimmt den 
Rang der Determinante ; derselbe ist also für die quadratischen (vulgären) 
Determinanten in 2, für die cubischen = 3. Um die Glieder einer sol- 
chen Determinante von ntem Range und qtem Grade -zu erhalten, geht 
man vom Anfangsgliede ai,|,| . . . . ;|^ »2,2,2 • • • 2n ' • * ^i»i'q • • • ^n 
aus und bestimmt nun willkürlich eine Serie Im 2m ... qm der Indices, 
welche bei den nachfolgenden Vertauschungen fest zu bleiben hat. 

Alsdann setzt man resp. für die Ite, 2te . . . (m — l)te, (m+l)te . . . nte 
Serie alle Complexionen successive ein, welche aus der normajen Anfangs- 
complexion durch Permutation hervorgehen können. t)ie Anzahl aller 
Entwickelungsglieder, welche die Determinante ergiebt, ist dann oflfönbar 
(q !)°-"^ Die Zeichenregel formulirt Zehfuss^) in dieser Weise: ,,Liefert 
die erste veränderliche Serie der Indices für sich m', die zweite m", die 
dritte m'" Inversionen, so ist das Vorzeichen eines Gliedes der höheren 
Determinante -f oder — , je nachdem die Gesahimtzahl (m' + m"+ m'" + . . .) 
seiner Inversionen gerade oder ungerade ist,* — eine Vorschrift, welche 
mit der oben (§. 2) für den Spezialfall der cubischen Determinanten ge- 
gebenen ersichtlich übereinstimmt. Mansion ^^) hat die sehr richtige 
Bemerkung gemacht, dass der für zwei Indices unmittelbar einleuchtende 



*) Die Formel Armenante's im Origiaal ist offenbar verdruckt, aber leicht 
zu verbessern. Für « = n wäre ihm zufolge die- Gliederanzahl nicht 1, wie sie 
doch muss. 

Günther, Determinantentheorie. ^, AvJl 13 
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Satz: „Jede paare oder unpaare Fermutation behält diese Eigenschaft, 
wenn man zwei Elemente ihre Plätze wechseln lässt^ auch für den ganz 
allgemeinen Fall beliebig vieler Indices sein Analogon behalte und somit 
„la thöorie des d^terminants ä ün nombre quelconqae de dimensions^ zn 
begründen dienlich sei. 

Die für quadratische und cubische Determinanten geltenden Sätze 
über das Vertauschen der Reihen bezüglich Ebenen lassen sich folgender- 
massen **) in erweiterter Fassung geben: „Jede Determinante höheren 
Banges wechselt ihr Zeichen , wenn * zwei derselben veränderlichen Serie 
angehörige Indices durchweg vertauscht werden. Wenn dagegen zwei der 
festen Serie angehörige Indices untereinander vertauscht werden, so wech- 
selt die Determinante ihr Zeichen oder nicht, je nachdem sie geraden oder 
ungeraden Ranges ist.** Aus diesem Grunde ist es vortheilhaft, bei unge- 
radem Bang immer den mittleren Index fest zu lassen. 

Auch die fpr die pi-aktische Auswerthung so nützliche Zerlegung in 
ünterdeterminanten lässt sieh leicht in verallgemeinerte Formen bringen. 
Nennt man alle diejenigen Elemente, welche den nämlichen variablen In- 
dex als ersten aufweisen, in Übertragener Bedeutung einer Horizontalebene 
(von mehr als zwei Dimensionen) angehorig, . so kann man Folgendes aus- 
sagen: 

Jed'es Element einer Horizontalebene erhält als Faktor 
(adjungirte Unterdeterminante) eine Determinante vom 
nächst niederen Grade, gebildet aus allen Elementen, welche 
keinen Index mit d^n seinigen bezüglich gleich haben; das 
Produkt ist positiv oder negativ, je nachdem das Anfangs- 
element ap, 1, 1 ... 1 der Ebene eine gerade oder ungerade, hin- 
gegen das betreffende Element eine ungerade oder gerade 
Indexsumme besitzt. 

1) Somoff, Memoire sar les accelerations de divers ordres, M^moir. de Tacad. 
de St. Pötersbourg, Tome VHI. S. 58.— 2) De G'asparis, .Sopra due teoremi dei 
determinanti a tre indice, ed nn altra maniera dl formazione de gli elementi dl an 
determinante ad m indice, Rendiconti delF accad. di Napoli, Tomo VIII. S. 118 ff. 

— 3) Armenante, Sai determinanti cnbici, Giomale di matematiche, VI. S. 175 ff. 

— 4) Padova, Sni determinanti cubici, Ibid. VI. S. 182 ff. — 5) Zehfuss, Ueber 
eine Erweitenmgjdes Begriffs der Determinanten, Frankfurt 1868. — 6) Hankel, 
Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1868. S. 10 ff. — 7) D ahlander, 
Om eQ klass funktioner, hvilka ega flera egenskaper analoga med determinantemes, 
Öfvers. af K. Vet. -Akad. Förh. 1863. S. J^OO. — 8) Armenante, S. 180. — 
9) Zehfuss, S. 3. — 10) Mansion, iSl^ments de la th^orie des. determinants 
d'apr^ Baltzer et Salmon, Mens 1875. S. 10. — 11) Zehfuss, S. 4, 






Anhang I. 

Aufgabensammlung. 



1) Schreibt man. in der durch nachstehendes Schema angedeuteten 
Weise einer dreireihigen Determinante die beiden ersten Colonnen rechts 
bei: 




und multiplicirt so über's Kreuz, dass den ersten ärei Produkten das ne- 
gative, den anderen das positive Zeichen zukommt, so erhält man die aus- 
gerechnete Determinante. 

(Von Sarras angegeben; Finck, i^l^ments d*alg^bre, Strasbonrg 1846. 
S. 95.) 

2) Zu zeigen, dass das zweite Diagonalglied positiv oder negativ wird, 
je nachdem die Determinante den Grad [2r2nTl^-H ^^^^ ^^^^ ^®^ Orsiä 

3) Zu zeigen, dass 



(b+c)5 
b2 

^2 



(c+a)2 b2 

(a+b)2 



c». 



= 2abc (a+b+c)3. 



(Mansion, Introdnction a la throne des d^terminants, Gand-Mons 1876. 
S. S.) 

4) Betrachtet man ein nach der ersten Regel des Byzantiners Mo- 
sphopulos construirtes magisches Quadrat von (4n)2 Zellen als Determi- 
nante, so verschwindet dieselbe identisch. 

(Mittheilung von Hm. Studnicka in Prag; Günther, Verm. Unters, zur 
Gesch. d. mathem. Wissenschaften, Leipzig 1876/ S. 209 ff.) 

5) Zu zeigen, dass für beliebige a, b, c, d die Identität besteht 

13* > 



1+« 


1 1 


1 


1+b l 


1 


1 1+« 


1 


1 1 



= abcd ( 



(IfauBion, ^liiamta ie la theorie des d^terminants, Mona - Bniielles - Gand 
1875. S. 14.) 

6) Haben in der Determinante fünften Gradea 5 + a, bj ca d^ er, 
die Elemente bj, c., cj; b^, cj, ei; bj, e^,, e^ einen gemeinachaftlichen 
Faktor, so gehört derselbe auch der Determinante selbst an. Wie lautet 
das hierin liegende Theorem allgemein? 

(Moir, Eitension of a law of determinanta, Meseenger of the Mathematiea, 
1872. S. 60 ff.) 

7) Zd zeigen, dass die Determinante 
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1 1. 



1 , 









10 ... 0, ... 1 1 

den Werth 1 oder Kuli besitzt, je nach' ihrem Grade. 
(HaDsion, 3. l».) 

8) Ist fUr eine Determinante A ^ ^ ± ai,] . . . aii,n allgemein 

au = m^ = M (i =• 1, 2 . . .n) 
nnd ist zugleich jedes links der ersten Diagonale gelegene Element 
^ = — M, so ist unter allen Umständen 

2A = (2M)°-i. 
■ (Doator, Propriät^ des determinanta, Archiv d. Math, .q- Fbja. 56. Theil, 

9) Zu zeigen, dass die Determinante aus Binom ialcoefficienten 

c^r') (T) nn--m 
CD tr)rr)-- CT) 

rr') er) m-'{°^':-') 

den Werth 1 hat. 

(Baltzer, Theoriä nnd Anwendung der Dotenniuanten, Leipzig 187 S. ä2! 

10) Wie lässt sich die Det«rminant« 



1 



1 



cos a cos ß cos y 

dnrch die Sinus der halben WinketdifTerenzen darstellen? 

(Mellberg, Teurin (Sr Determinant-kalkjlea, Helsingfors 1876. S. 75.) 
11) Verateht man unter A" das bekannte Symbol der Differenzen- 
rechnung, SO lägst sich die Identität 
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1 











1 


11h 


• 





1 


2h 


2Ih2 





1 


3h 


3.2h» 


3!h3 



• < 



. . Un 



, l=n 



i=l 



1 nh n(n— l)h2 n(n— 1) (n— 2)h3 

nachweisen. 

(Janni, Lezioni di algebra complementare, Napoli 1876. S. 23.) 

12) Zu zeigen, dass nachstehende Gleichung richtig ist: 

a a+d , . . a+(n — l)d 

a+d ^ a+2d . . . 



a 



(n+2) (11+1)4 



= (-1) 



2 



(nd)«^-! (a + 



(n-l)d 



a+(n— l)d a ... a+(n— 2)d 

(Cremona» Solution de la qnestion 465, Nouv. AnnaL I. Sir. tome 19« 
S. 153.) 

13) Ist eine beliebige erste ünterdeterininante einer Determinante 
gleich Null, so verschwindet auch identisch die entsprechende Unterdeter- 
minante der adjungirten. 

14) Warum ist 

:S + a b2C d = ^ ^ ^^i^s - ^ ± ^2C3d4 — 2 ± biC2d3 . 2 a2b3C4 ^ 

~ ^ ± b2C3 

und wie lässt sich ein analoger Satz für drei- und fönfreihige Determi- 
nanten aussprechen? 

(Mittheilong von Herrn Prof. Stadnicka.) 

15) Mit Hülfe des Hauptsatzes von den adjungirten Determinanten 
soll die Identität ' 

(ai^ + bi2 + ci2) (a22 + bj^ +. C2)2 — (aia^ + b^bg + ciC2)2 

= (aib2)2, + (biC2)2 + (cia2)2 
bewiesen werden. 

16) Desgleichen, dass 

a ar ar? . . . ar'^"'^ 



)■ 



ar ar^ ar^ . . . a 
ar^ ar^ ar* . . . ar 



= ± a"^ (r» — l)"»-! ; 



ar a ar ... ar 

in welchen Fällen steht das positive, in welchen das negative Zeichen? 
(Baehr, Solution de la qnestion 432, Nouv. Ann. t. 19. S. 174.) 
17) Setzt man, das Summenzeichen in seiner bekannten Bedeutung 
genommen, 

f(i) = x»^ + Saix^-i + Saiajx''""^ + . . . , 

80 soll 

a^ — 1 — 1 . . . 

— 1 «2 — 1 • • • 

— 1 —1 «3 



... 



= f(l) — f'(l) 



sein. Wie lässt sich dieser Sa^bz verallgemeinern? 

(Smet-Jamar, Qnestion 694. Ibid. Sir. IL tome 3. S. 395.) 
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18) Wie lässt sich das Produkt zweier unvollständiger Determinanten 
deuten? Z. B. das folgende: 



a^ b^ Ol dl 
a2 1)2 02 d2 
a3 ba C3 d3 



«1 A Ti *i 

^2 ß2 T2 ^2 

^ ßz Yz ^3 



19) Verschwindet eine Determinante zweiten Grades identisch, so ist 
jede Potenz derselben eine symmetrische Determinante. 

(Seeliger, Bemerkimgen über symmetrische Determinanten und Anwendung 
dieser auf eine Aufgabe der anaL Geometrie, Zeitschr. f. Math. n. Phys. 
20. Jahrg. S. 469.) 

20) Es soll die Identität 

Xi X2 X3 X4 

X2 Xl X4 X3 = (X1+X2— X3— X4) (X1 + X3-X2— X4) (X1+X4— X2— T3) 

X3 X2 Xl X2 (X2 + X3 — Xl— X4) 

X4 X3 X2 Xl 

bewiesen und womöglich verg,llgemeinert werden. 

(Diekmann, Einleitung in die Theorie Ton den Determinanten, Essen 1876, 
S. 72.) 

21) Es soll die Identität 
ai m2 • . . mn 



mi 02 



mn 



an 



= //(ai — mi) — S mp 

i=l p=l 



dmi 



mi m2 

erhärtet werden. 

(S a r d i , Ü9 teorema sui determinanti, Battaglini*s Giomale, Jomo VI. 
S. 867 ff.) 

22) Sind ai, a2 . . . an beliebige Grössen und setzt man Ai = S — ai, 
so gilt 

— Ai+x a2 . . , an 

ai -A2+X ... a; =^(^_s)n-x. 

ai , a2 ... — An+x 

(F. Lucas, Sur une formule d'analyse, Comptes Bend. de Tacad. 1870. 
S. 1167.) 

23) Wie lässt sich der Fundamentalsatz von den doppelt - orthosym- 
metrischen Determinanten für den Fall der Determinante 

2 n— 2 

a a a • . • a 

2 3 

a' a' a' . . . a 

2 3' 4 

a' a' a' . . . a' 



n— 8 n— 8 

a' a a' . . . a' . 
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erweitern, wo r eine Primitivwurzel der Primzahl n, a eine nte Einheits- 
wurzel ist? 

(Stern, Einige Bemerkungen über eine Determinante, Joum. f. die reine u. 
angew. Afathem. 73. Band. S. 376 ff.) 

24) Setzt man jedes Glied einer Colonne einer Determinante ans zwei 
Summanden zusammen, deren jeder ein bestimmtes Mnltiplunä einer figu- 
rirten Zahl (p — l)ter und pter Ordnung ist, so ist diese Determinante 
kten Grades 

-2 ± a, 2a + d, 6a + 4d, 19a + 15d . . . = a^ . 

(Caldarea, Nota sn talane proprieta dei determinanti, in ispecie di qnelli 
a matrici composte con la serie dei nmneri flgurati, Battaglini's Giomale, 
' Tomo IX. 232.) 

25) Für S = X + y + z + u, besteht die Relation 

(S— U)2 x2 y2 z2 



u2 (S— X)2 y2 

u2 x2 (S-y2) 



= 2S& xyzu 



\x y z 



+ 



u S/ 



u2 x2 y2 (S— z)2 

(Wolstenholme, Edncational Times, XV. S. 40.) 
26) Wie lässt sich die n reihige Determinante 



a° 


aj 1 . . . aJ-^+i aj ^ 1 . 


..a} 


».0 
*1 


• 


aj-i • . . aj-i^+i aj-i^-i . 
• . • • . ^^ . • 




• 


^l 


n n n 


••«'i 





auf das gewöhnliche Differenzenprodukt zurückführen? 

(Fiore, Dimostrazione d'ona trasformazione de determinanti, Battaglini's Gior- 
nale, Tomo X. S. 170.) 

p 
27) Zu beweisen, dass wenn (ai . . . an) die in Eap. III. §. 2 signa- 

lisirte Bedeutung hat, das Differenzenprodukt aus den n Grossen ai . . . an 

gleich nachstehendem Quotienten ist: 



a 



m 



a 



m 



a^ . • • ä. 
aP . . . a* 



a"* aP . 

n n 



m 



(aj . . . an) (ai . , . an) . . . (a^ . . ^ an) 

m— 1 p— 1 p— 1 

(a^ . . • an) (a^ . . . an) . . • (a^ • • . an) 



m— n-j-l p—n-f-l p— n+1 

(aj . . . an) (ö»! . • . an) .*.(%... an) 

(Naegelsbach, Stndien zn Fürstenan^s nener Methode der Darstellung 
nnd Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Determi- 
nanten der Coöfficienten, Archiv, d. Math. u. Phys, 59. Theil, S. 149.) 

28) Bestehen zwischen den 16 Grössen ai, bi, ci, di (i = 1, 2, 3, 4) 
die Gleichungen 

aid2 + hiC2 — c^bg — dia2 = aidß + b^cs — c^bs — dia3 
= a2d4 + b2C4 — C2b4 — d2a4 = a3d4 + b3C4 — C3b4 + d3a4 = 0, 

aid4 + biC4 — Cib4 — dia4 := a2d3 4- b2C3 — C2b3 -f- d2a3 = k, 
80 soll 
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Bein. 

(Heimite, Th^rie de la transformation des fonctioDS Abeliennea, Paria 
1855. S. 3.) 

29) Zu zeigen, dasB für s^ = (ai — ak)* + (bi — /Sk )* + . . . 
das Produkt (~2)'»-i S ± 1 aj bs . , - U - .2 ± 1 «a ^3 ... Am auf 
die Form der mit Einheiten geränderten eine Null an der Spitze tragen- 
den Determinante 5 ± s^j s^^ . . . gebracht werden kann. 

(änndelfinger, Üeber eineD Satz ans der Detenuinantentheorie, Zeitschr. 
f. Math. u. Phys. 18. Jahrg. S. 314.) 

30) Sind Xq, Xj . . . Xn beliebige Grössen, ebenso t,, ta . . . tn,'and 

ist Ai(t) = S «u t* , versteht man famer unter D die Determinante 

S ± Xo A,(t,) AaCta) . . • An(tn) und unter A das Differenzen produkt 
der t, so ISsst sich behaupten, es sei 



(D+])(n+21 



Sq i~l . . . Xn 

ßOji— 1 ßl^-I . . . (»n,n- 



(-i)"C. 



WO Ci die Summe aller Comhinationen ohne Wiederholungen der n Ele- 
mente zur Klasse i bedeutet, jede Oomplexion als Produkt aufgefasat. 

(B. Schröder, üeber v. Standt'a Eechnang mit Würfen und yerwandte 
Procesae, mathem. Ännalen, 10. Band. 3. 298.) 

31) Entwickelt man den Ausdruck 

„^ + ~ (1 _ ,f -r 

in eine nach steigenden Potenzen von s, fortlaarende Reihe, und hat das 
Qlied x" dieser Reihe den Faktor Nn, so ist n! Nn gleich der Gliederan- 
zahl einer ausgerechneten symmetrischen Determinante, 

(Caylej, On tLe namber of diatinct terms in a aymmetrical ar parlaallj 
symmetrical determinant, MoDthly Notices of tbe Aatronomical Society 
XXXIT. 8. 303 ff.) 

32) Dieser independenten Bestimmung steht folgende recorrente znr 
Seite: 

Nk — Nk-i - (k— l)3Nk-2+ nt— l)tk^2)(Nk_3-l-{k-3)Nk-4) = 0. 
(Cajley-Boberts, Soloüin of a qnestioa, Edncat Times XII. 8. 81 ff.) 

33) In einer aligemeinen Determinante 2 ± ai,i . . . aan sind h Ele- 
mente ai„k„ ai„k, . . . aii, kj, durch Nullen ersetzt ; wie viele Entwiekelnngs- 
glieder bleiben dann noch übrig? 

34) Versteht man in gewohnter Weise unter ggd la, bj das grSsste 
gemeinschaftliche Mass von a und b, unter 91(1) nach Gauss die Anzahl 
alter Primzahlen < i. die in dieser Zahl ohne Rest enthalten sind, so ist 



\ 
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ggd (1, 1} ggd {l, 2} . . . ggd {1, n} 

ggd {2, l) ggd {2, 2) . . . ggd {2, nj 

« • • • » • 

ggd {n, l} ggd {n, 2} . . . ggd {n, n} 



= <p{l) 9(2) . . . 9p(n). 



(Satz von Prof. Smith in London; Mittheilnng von Hrn. Glaisher in 
Cambridge.) 

35) Welche Werthe für die Unbekannten liefert nachstehendes System 
linearer Gleichungen 

»M xi -h a2»i ^2 + . . . + ak4 Xk + . . . + aii4 Xn — ak4 (i uz 1, 2 . . . n)? 

36) Aus den drei Gleichungen \ 

^x 3= ai + ^bi + X^Ci ; ^y = a2 + ib2 + A^C2; ßz = as 4- ibs + ^^03 
sind die Grössen q und X zu ßliminiren. 

(Mittheilnng von Hm. Schüler in München.) 

37) Hat man drei lineare Gleichungen der Form 

aix + bij + Oiz = di (i = 1, 2^ 3), « 

und ist jede dieser Gleichungen mit den beiden anderen, für sich genom- 
men, unverträglich, so müssen sämmtliche zweireihigen ünterdeterminanten 
von ^ ± ai b2 C3 identisch verschwinden, und zudem müssen dieöe Un- 
gleichungen zu Recht bestehen: 



a^ dj 
a2 do 



0, 



ai dl 
»3 d3 



0, 



»2 ^2 
»3 ^3 



0. 



(Yerslnys, Disenssion compläte d'un Systeme d'^qnations linäaires, Archiv 
d. Math. n. Phys. 52. Theil. S. 267.) 

38) Wird in bekannter Weise 

sed X = 1 + ^ i2 + 1? X* + . . . 

2 ! 4 ! 

gesetzt, so bestimmen sich die hier auftretenden ^e c an tenco officio n- 
ten oder Euler' sehen Zahlen durch die Relation 

1 



En = (2n)l 



2! 
1 







41 


2! 


X 


1 
6! 


1 

4! 


1 

21 


• 
1 


1 


• • 

1 



, . 



. . 



— . . . 



1_ 

2! 



(2n) ! (2n— 2) ! (2n— 4) I ' ' 

(Glaisher, Expressions for Laplace's Coefücients, Bernonllian ^nä. 
Enlerian Nnmbers etc., as determinants , Messenger of Mathematics, Se- 
parat, London 1876. S. 4.) 

39) Bezeichnet Bn ebenso die nte Bernoulli'sche Zahl, für die bß- 
^reits Kap. III. §. 5 eine Darstellung brachte, so ist 
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Bn = (—1)'^+^ (2n)I 



1_ 
21 
1_ 
31 
1^ 
41 



1_ 
2! 

3! 







1 



. . . 



. . . 



1 
21 



— . . . 



1_ 
2! 



(2n+lj! (2n)! (2ii-l) I * 

Es muss also diese Determinante für ein gerades n identisch sich 
annnlliren; warum? 
(Ibid. S. 4.) 

40) Die Bernoulli' sehen Zahlen lassen auch noch eine andere in- 
dependente Form zu; hat Cf den bekannten Sinn der Combinatorik, so ist 

auch 



nl Bn-i = (— 1)*^ 



— 1 



Qn-2 Cn-S Cn-4 . . . C^ 
n n n n 


1 


Cn-2 C"-? C»-f • . • Cl 
n — 1 n— 1 n — 1 n— 1 


1 


C»-3 'nn-4 ni 
" ^n-2 ^n-2 * * ' ^n-2 


1 

• 


. . . ci 


1 



(E. Lucas, Theorie noavelle des nombres de Bernonlll et d'Enler, AnnaH 
di Matematica, Sei. 11. Tomo VIII. S. 61.) 

41) Sind 9Px und xfJx willkürliche Funktionen von x und wird — 
symbolisch — die Summe (yy'x + J*<px)^ = tp^^^ gesetzt, so ist 



d° /t^\ (-1)8 
dx» \9hi}~ (?'i)°+i 



Vx 


5Pi 








V'x 


yx 


g>T 





1p\ 


9 ^ 


2y'x 


yx 



^(n+1) y(n+l) (n)^(n) (n)y(n-l) 









g)x 



(Hammond, Proceedings of tbe London Mathematical Society, t. VI. S. 69.) 
* 42) Behält das Symbol [ik] die aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
bekannte Bedeutung bei, so lassen sich die von Encke eingeführten 
^Hülfsgrössen** [i k . 1] durch Determinanten jener ersteren Symbole dar- 
stellen; es ist z. B. 



[aa] [bb . 1] [cc . 2] [ed . 3] = 



(Glaisher, On the Solution of the equations in themethod of least sqaares, 
Monthly Notices of the Astronomical Society, 1874. S. 319; anch van 
Qeei, Over het gebrnik von determinanten by de Methode der kleinsten 



[aa] 


[ab] 


[ac] 


[ad] 


[ba] 


[bb] 


[bc] 


[bd] 


[ca] 


[cb] 


[cc] 


[cd] 


[ea] 


[eb] 


[ec] 


[ed] 
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Quadrate, Nieaw Archief voor Wisknnde (red. ?. Bierens de Haan) 
T. I. S. 129 ff.) 

48) Es sei 

ZI = 84,1 yi + ai,2 72 + . . . + «ux yn (i = 1, 2 . . . n); 
ebenso seien die Grössen y'i und z'i unter sich verbunden, und dabei unter 
denselben Verhältnissen ' 

y i = ai,i yi + . . . + ai,n y» ; z'i = bi,i z^ + . -. . + bi.n Zn . 
Setzt man dann bei nicht verschwindenden Substitutionsdeterminanten 

bi,t — ft» . , . bn,l 
P' = 



P = 



»1,1— w 



an,i 



ai,n 



• • • 



an,n"~"ft> 



bi,n • . . bn,n — <» 



so haben P und P' entsprechend gleiche Coöfficienten mm m, 

(Hambnrger, Bemerknng über die Form der Integrale der linearen Diffe* 
rentialgleichongen mit veränderlichen CoSfficienteny Journal f. d. reine n. 
angew. Mathem. 76. Band, S. 115.) 

44) Sind 

aox"^ + . . . + am = , box° + . . . + bn = 
zwei algebraische Gleichungen, und wird 

ai bi * 

ak bk /^ ^* ^^*^ ^ Ap+q-1,0 + Ap4.q-2.1 + , . . + Aq.p-1 

gesetzt, so ist das Eliminationsresultat folgendes: 

2 + «1,1 a2>2 • • • ^T^»^ "^^ ö» 
(Painvin, Note sor la m^thode d'elimination de B^zont, Non?. Annal, 
S^r. II. Tome 13. S. 282.) 

45) Für einen „reciproken*' Kettenbruch 

f^ = a 4- (1 : b + (1 : c + . . . + (1 : c + (1 f b + (1 : a 

ist die Fundamentaleigenschaft — -^^ — eine ganze Zahl — zu er- 

Pm 
weisen. 

(Günther, Darstellmig der Nahenmgswerthe von Eettenbrüchen in indepen- 
denter Form, Erlangen 1873. S. 63.) 

46) Die Identität der beiden Kettenbrüche 



(a,,^(a, 



1 + . . . + 



/p2n--2 . j ^ / P2n-1 ^ 



— : 1 -h 

X 

und 

1 : (x + pi : (1 + p2 :, (x -h p3 : (1 + . . . + (p2n-i : 1 

ist durch direkte Determinantenrechnnng nachzuweisen. 
(Ibid. S. 69 ff) ^ 

47) Die Hauptsätze der Lehre von den sogenannten Lamö' sehen 
Reihen (einfachster Fall: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 . . .) sind ein unmittel- 
barer Ausfluss der Lehre von den Kettenbruchdeterminanten, 

(E. Lucas, Sor la throne des nombres premiers, Tarin 1876.) 

48) Versteht man bei einem Kettenbruch-Algorithmus unter a und ß 
bezüglich die unendlichen Kettenbrüche 



bp+1 + - ■ 



- und - 



1 



i = 1, 



= 1. 



n + k — k 



sp+i + , . . ap+i 

so wird behauptet, ea Bei — betreffe der Bezeichnung vgl. Kap. VI. §. 11 — 

Tp^-l + cYp + jSYp_i Yp Yp_i 

Xp+i + dXp + ßXf-i Xp 'Xp-i 

Np+i + «Np + jSNp-i Np Np-i 

(Pöratenan, Ueber Eetteobrüche höherer Ordnnng, Wiesbadeu 1874. 8.11.). 

49) Man soll das System von 2n Gleichungen 
«lySi-i ßi+i -. 
t^ißi-i +fti -. 

aufiösen und die reaultirenden Determinanten diakutiren, 

(Oltnther, Nene Methode der direkten Sninraation periodischer Kettenbräche, 
ZeitBchr. f. Math, n. Phys. 22. Jahrg. 8. 34.) 

50) Es soll mit Hülfe der anfsteigenden Kettenbrüehe der Beweis für 
die Identität 

%^i -I ... 

—I ... 

1 ... 



an 







. 



. 1 



. Phys. 



gefdhrt werden. 

(Qfinther, üeber anfeteigeDde Eettenbröche, Zeitachr. ßr Math, n 
21. Jahrg. S. 187.) 

51) Hat die Gleichnng i» + biS"--' + . . . + bn = die n Wur- 
zeln Xi . . . In, SO ist, unter A die Discriminante jener Gleichnng ver- 
standen, die Funktionaldeterminante 



db, dba 



dbn 

■ dm 



= VÄ- 



. (Dale-Sjmes, Sotation of a qaeation, Edacat. Timea IX. S. 69). 
52) Eiiatiren für eine Funktion u ^ f(ij, »^ ij = die drei Gleich- 
nngen 

du du , du , dn ,, , _ „. 

-r- = ai.1 ~ + ai.a .— + aw j- (i — 1, 2, 3), 
dpi dxi ^ dx.j di3 

so folgen darans die weiteren: 



da 



du 



du 



du 



da = "'ii, + "•"¥.■*■ "' dp, (' = '•'■ "■ 
(Ällä, Ein Beitrag zni Theorie der Fnnttionan von drei Verifndeirliehen, 
Wien 1875. S. 2 ff.)' 
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53) Ui, U2, U3 seien Punktionen von xi, 19 > ^s» A sei die Pnnktional- 
determinante ; es l^sst siöh darthun, dass 

(C. Neu mann, Zur Theorie der Fnnktlonaldeterminanten, mathem. Annalen, 
I. Band. S. 209.) 

54) Es seien f und (p zwei ganze Funktionen von n Veränderlichen; 
ist dann f durch (p^ ohne Rest dividirbar, so ist die Hesse' sehe Deter- 
minante von f ein Vielfaches der n(m — l)ten Potenz der zu y gehörigen 
Hesse 'sehen Determinante. 

(Casorati, Sni d^terminanti di fnnzioni, Memorie del Istitnto Lombardo, 
Vol Xin. S. 183.) 

55) Sind yi . . . y^ Funktionen von l und ist 

^(Ji 72 . . • Ja) = -^ ± yi y'2 ya" • • • /l~^\ 

sowie 

, ^ v_L.;t ^''yi y2 • • • yt-i yt+i • • • y^) 

Zk = (-- 1) ^ — , ,j » 

D(yi y? • . • y^) 

so ist andererseits auch 

^_l D(zi Z2 . . . Zk-l Zk+l . . . Z;^) 

(Frobenins, Ueber die Determinante mehrerer Funktionen einer Variablen, 
Journal f. d. reine n. angew. Mathem. 78. Band. S. 249.) 

56) Für die ternär- quadratische Funktion 

fx2 4- gy2 + hz2 + 21yz + 2mzx + 2nxy 
ist die (symmetrische) Determinante 

f n m 
n g 1 
m 1 h 

eine Invariante. ^ 

57) Verschwindet die Invariante einer cubischen Gleichung, so hat 
jene drei reelle Wurzeln, von denen zwei einander gleich sind. 

(Diekmann, etc. S. 53.) 

58) Die cubische Gleichung px^ — 3px — 2q rr besitzt als qua- 
dratische Covariante den Ausdruck A = px^ 4- 2qx H- p^; führt man 
in erslere Gleichung die Wurzeln A = ein, so zerfällt jene in die Dif- 
ferenz zweier Guben. 

(Diekmann, etc. S. 60.) 

59) Eine, binäre Form wird meistens in der Weise angeschrieben: 
(a, b, c . . . k) (x, y)^. Es besteht hier die Identität der den nach- 
stehenden Formen ^ 

(ax+by, bx+cy, cx + dy . . . kx+ly) (x, y)^ (a, b, c . . . k, 1) (x,y)°+i 
zugehörigen Covarianten. 

(Cayley, A „Smith's Prize paper", Messenger of the Mathematics, t. V, 
S. 53 ff.) 



f-.?»"?'.^ 
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60) Jede Inviuriante zweier simultaner binärer Formen vom zweiten* 
Grade ist eine ganze rationale Fnaktion von drei Fundamentalinvarianten. 

(Boss eil, üeber die Invarianten der einfachsten Systeme simnltaner binärer 
Formen, mathem. Annalen, 1. Band. S. 176.) 

61) Sind f| und £2 bekannte Govarianten der binären Form U(i,jr) = 0, 
so ist auch die Determinante 

dfi dfj 



dz 

d^ 



dx 

d^ 
dy 



eine Covariante von u, 

(Fiedler, Die Elemente der neueren Geometrie und der Algebra der binären 
Formen, Leipzig 1862. S. 158.) 

62) Aus der Transformationstheorie der bilinearen Formen fliesst auch 

nachstehendes Theorem: Ist A rr,J ± ai,i . . . än,n, B=:2 ± bi,i . . . bn,n 

d\ dB 

und weiter «i^ = -^—, ßi,^ = --— , so besteht die Identität: 

aaijt dbi^ 

Äiii + ^i>i^ a'i>2+l5i>2^ • • • a.i,n+bi^x 
aoji + boiix a2,2+b2,2X . • • a2^+b2^x 



an,l + bii,iX an,2+bn,2X . . . an^ + bn,nX 



= A , B . 



°f'* 


A»1 
B 


«l»2^ 

A 


+ 


ß\>i 
B • 


A 


B 


5&..+ 


^2,1 

B 


«2>2- 
A 


+ 


ß?,2 

B * 


A 


B 


• 

A 


• 

B 


A 


+ 


• 

B" • 


• 

. . "r^ + 

A 


• 
B 



(Siacci, Teorema sni determinanti ed alcnne sne applicazioni, Torino 1872. 
S. 5.) 

i=n k=n 

63) Es sei F(x, y) = S Sai^ x* y^ eine birationale Funktion von x 

1=1 k=.l 

nnd y« Setzt man, unter den a und ß willkürliche • Grössen verstanden, 
5Px = ao + a^x + , . . + amx"^ = (^ — «1) . . . (x ^- «m) 

und 

V'x = bo + bix + . . . + bmx^ = (x — /»i) . . . (x — /»m), 

bezeichnet femer mit A («i . . . am) und A O^i • • • ßm) die DiflPeren- 
zenprodukte einmal sämmtlicher er, dann sämmüicher ß, so lässt sich be- 
haupten: Es ist für 

F(x. y) = S fx"^ y»^ , fj = ao.r + ai,rx + . . . + an.r x«^ 

^ . * ^(«1, ßl) %2, h) ' " ^(«n» ßn) 

= {—l)^+^-^i A. (a^, «^ . ., . «m) A (ßi, ß% . . ,ßm) X 
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%)>1 S-i»! • • • S-m,! ^ am+1,1 . • . ftn,! b^ bo 



'. . 
. . 



8iO,m Skijoa • • • ämAU 9>]ii-['^*iu • • • an,nri Dm Dm — 1 • . • 



ao^ ai,n . . • am,n Qm+l^ • • • Aimi 

Eq a^ ... am • . . 00 



. . b 



m 



. . 



...0 ...amO ...0 

(Mittheilnng von Hrn. Garbieri in Beggio-Emilia ans einer der Accademia 
dei Lincei vorgelegten Concnrs-Arbeit.) 

64) Es soll das Multiplikationsgesetz für zwei cubische Determinanten 
vom gleichen Grade formulirt und bewiesen werden. 

65) Zu zeigen, dass beim Multipliciren einer gewöhnlichen Deter- 
minante ^ + A^,i A£,2 • • • -^n^ mit einer cubischen Determinante 
^ i ai,i,i a2,2,2 • • • anAn wieder eine cubische Determinante nten Gra- 
des herauskommt, und zwar die nachstehende: 

^ ± 8l>l>l Myi + a-iJija -^i»2 + . . . + ai,i,n Ai,n . . . anAl Aii.1 

"}■ an,n,2 An,2 + . . . -r an,ii^ An,n* 

(Armenante, Soi determinante cnbici, Battaglini*s Giomale, Tomo YI. 
-S. 181.) 

66) Die von Aronhold zuerst aufgestellte Fundamentalinvariante 
dreier temärer quadratischer Formen ist eine cubische Determinante des 
dritten Grades. 

(Zehfuss, üeber eine Erweitemng des Begriffes der Determinanten, Frank- 
furt 1868. S. 6; Aronhold, Ueber eine fundamentale Begründang der 
Invariantentheorie, Journal f. d. reine n. angew. Math. 52. Band, S. 281 ff.) 
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fors 1876. — Falk, Lärobok i Determinant-teorin första grundar, ' üpp- 
sala 1876. 

Russland.***) Sperling, Theorie der Determinanten uad deren 
Anwendungen, St. Petersburg 1858. — Davidov, Determinantentheorie, 
Moskau 1868. — Jarochenko, Theorie der Determinanten und ihre 
Anwendungen, Odessa 1871. 

Polen. Trzaska, Przypisek krötkie wiadomösci o wyznac znikaeh, 
Paris 1870. 

Anm. Ein ganz neuerlich in Christiania erschienenes Buch von 
Guldberg ist uns noch völlig unbekannt geblieben. 



*) Vermuthlich die erste systematische Bearheitang unseres Faches nach 
Jacobi's grundlegender Abhandlung. 

**) Diess ist ein amerikanisches Buch, Herr W. J. Wright ist Professor der 
Mathematik zu Chambersburg in Pennsylvanien. — Abgesehen von ihm scheint die 
Fachliteratur der neuen Welt nur. Eine' annähernd hierher zu ziehende literarische 
Leistung aufzuweisen zu haben: Stockwell, On the resolution of symmetrica! 
equations with indeterminate coefficients, Gould's Astronomical Journal, t. VL 
S. 145 ff. 

***) Da die russischen Typen wenig bekannt sind, wurden die Titel gleich in's 
Deutsche übertragen. 



Berjehtignngen. 

S. 11. Z. 18. V. u. 1. zu. — S. 25. Z. 7 v. o. statt (p — n) l (n — p). — S.46. 
Z. 4 V. u. 1. daj^k. — S. 67. Z. 11, 12, 13, 14 v. u. statt d, c, b, a 1. a4, aa, a2, aj. — 

S. 74. Z. 14 V. u. statt aj^^ 1. a^ q. — S. 76. Z. 6, 10, 12, 17 v. o., Z. a, 3„4, 5 v. u. statt 

^ 1. S; Z. 11 V. 0. 1. Ai,Bp_j.'— S. 92. Z. 3 v. o. statt / 1. —x- — S. 129. Z. 1 v. o. 

1, Qn. — S. 152 statt A 1. k. — S. 172. Z. 20 v. u. statt „möglicher" 1. „in diesem 
Spezialfall vorhandener'*. 



